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 اسحلق ناوتو: 
( وينادي بالسير Isaac Newton))بالإنكميزية 

( مف 1727مارس  31 – 1643يناير  4إسحاؽ نيوتف )
رجاؿ الجمعية الممكية كاف ايزيائي إنكميزي وعالـ 
رياضيات وعالـ امؾ وايمسوؼ بعمـ الطبيعة وكيميائي 
وعالـ باللاىوت وواحداً مف أعظـ الرجاؿ تأثيراً اي تاريخ 
البشرية. ويعد كتابو كتاب الأصوؿ الرياضية لمفمسفة 
الميكانيكا الكلاسيكية, اي ىذا الكتاب, وصؼ "نيوتف" 

جاذبية العامة وقوانيف الحركة الثلاثة والتي سيطرت عمى النظرة العممية إلى العالـ ال
 المادي لمقروف الثلاثة القادمة. 
 أندريلى ملري ياجلندر:

, 1833و  1752عالـ رياضيات ارنسي عاش بيف 
أوجد نتائج ميمة عديدة وبخاصة اي نظرية الأعداد 

ر كتاباً منيجياً اي الأولية, وقانوف التعاكس التربيعي, ونش
مبادئ اليندسة, كما نشر أعمالًا حوؿ المذنبات والمسح 

 الأرضي, وعيف اي عدد مف المناصب الرسمية.
 باير دي فيرملى:

محاـ وعالـ رياضيات ىاو ارنسي عاش بيف 
وينسب إليو تأسيس نظرية الأعداد  1665و  1601

الحديثة, وحساب الاحتمالات باستقلالية عف باسكاؿ, 
وكذلؾ اكتشاؼ اليندسة التحميمية باستقلالية عف ديكارت, 
وقد تحصؿ عمى نتائج متطورة اي مجالي أسس اليندسة 
التحميمية وحساب التفاضؿ, ولكنو لـ يتمكف مف نشرىا, 
وأعمف أنو برىف المسألة غير المحمولة الشييرة المعرواة 

 باسـ مبرىنة ايرما الأخيرة.
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ت والسلاسؿ التابعية أساساً لا غنى عنو لطلاب الرياضيات يعد مقرر المتتاليا
رياضية مف تطبيقات  زياء واليندسة بشكؿ عاـ, لما لوبشكؿ خاص ولطلاب قسـ الفي

بعض التكاملات المحددة التي  وايزيائية وىندسية متعددة , امثلاً  يمكف مف خلالو, ايجاد
كثير مف الكثير مف الحموؿ العددية ل نا مف إيجادصعب حميا بالطرؽ المألواة, كما يمكني

كما  دلات التفاضمية الفيزيائية.حؿ بعض المعا المسائؿ الفيزيائية, عمى سبيؿ المثاؿ
معادلات بعض التكاممية وحؿ المعادلات ال بعض ويمكف مف خلاؿ تحويلات اورييو حؿ

 تفاضمية.ال
 يتسـ الكتاب بما يمي:

لتدرج اي العرض وطرح التعقيد, وذلؾ با البساطة اي عرض المواضيع والبعد عف 1-
 .متعددة توضيحيةأمثمة 

يا مفردات تعمؽ المفاىيـ الرياضية التي شممو  بالدقة العممية اي أسموب العرض 2-
 المقرر.

يعد ىذا المقرر أساساً  قوياً لا غنى عنو لطالب كمية العموـ بشكؿ عاـ ولطالب قسمي  3-
الكثير مف المفردات الرياضية ب والإحصاء بشكؿ خاص, لارتباطو الرياضيات
 المستقبمية.

زودنا الكتاب بمجموعة مف التماريف المحمولة وغير المحمولة , وىدايا ترسيخ المفاىيـ  4-
 والمبرىنات الرياضية وتعويد الطالب عمى التفكير العممي السميـ.

 يتألؼ الكتاب مف الفصوؿ التالية:
تعرؼ دراسة موجزة اي المتتاليات والسلاسؿ العددية والتي  ايو قدمنا :ييديالفصل التم
 مقرر التفاضؿ. الطالب اي

ايو مفيوـ التقارب  وقد عرضناوالمعنوف بػ المتتاليات والسلاسؿ التابعية,  :الفصل الأول
تقاربة البسيط والتقارب المنتظـ لممتتاليات التابعية, وبعض خواص متتاليات التوابع الم

, ومفيوـ التقارب المطمؽ تقاربيا نتظاـ, وأىـ اختبارات تقارب السلاسؿ التابعية ومناطؽاب
 والتقارب الشرطي لمسلاسؿ التابعية.
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 سالقو  ذات الأس سلاسؿحمؿ عنواف سلاسؿ القو , ودرسنا ايو مفيوـ  الفصل الثاني:
لعمميات الجبرية , وبعض خواصيا, ونصؼ قطر تقاربيا, وبعض اةوالسالب ةالموجب

اي ىذا الفصؿ التوابع التحميمية  ر وماكموراف, وعرضناعمييا, كما تـ دراسة سلاسؿ تايمو 
وسمسمة ذي الحديف, ونشر التوابع الكسرية, وبعض أىـ التطبيقات الرياضية باستخداـ 

  سمسمة ماكموراف.
 , وذات دور ما  ذات الدور  الدورية سلاسؿ اورييو لمتوابع درسنا ايو الفصل الثالث:

سمسمة اورييو  التوابع الزوجية, واستعرضنالمتوابع الفردية و  كما درسنا سلاسؿ اورييو , 
 ىذا الفصؿ بدراسة مكاممة واشتقاؽ سمسمة اورييو. نابمتحوليف حقيقيف, واختتم

تكامؿ اورييو مفيوـ  ملات وتحويلات اورييو, عرضنا اي ىذا الفصؿتكا الفصل الرابع:
ومبرىنة اورييو وبعض الحالات الخاصة لتكامؿ اورييو والشكؿ العقدي ليذا التكامؿ, كما 

تحويلات اورييو لمتوابع الزوجية والفردية وتحويؿ اورييو المعاكس, أيضاً استعرضنا 
 وبعض خواص تحويلات اورييو ومتطابقة بارسيفاؿ.
عربية, ولا ندعي أنو يقدـ اي المكتبة ال أخيراً  إف ىذا الكتاب لـ يؤلؼ ليسد نقصا ً 

جديداً اي المتتاليات والسلاسؿ التابعية, بؿ إننا نقدمو تمبية لحاجة طالب الرياضيات عمما ً 
بشكؿ خاص وطالب الفيزياء والعموـ اليندسية بشكؿ عاـ, ليكوف عوناً لو اي دراستو 

 المستقبمية وحتى اي حياتو العممية.
ننا لنرجو الله أف نكوف قد واقنا اي ىدانا, لما ايو خير الأمة والوطف, والله ولي  وا 

 التوايؽ.
 المؤلفان

 د. عبد المحسف عبد المحسف                أ.د. صفواف عويرة          
     2015اي    /   /  حمب
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 متتتتليال  وسلاسل الأعداد الحقاقاة
Sequences and Series of Real Numbers 

بالمفاىيـ والمبرىنات الرئيسة وبعض خواص  لتذكير الطالب ييدؼ ىذا الفصؿ
كؿ جيد اي بش درست المتتاليات والسلاسؿ الحقيقية, والتي مف المفترض أف يكوف قد

 .يف المبرىنات المذكورة ايوبراى ىذا الفصؿ قدـمقرر التفاضؿ. لذا لف ي
يامة اي الرياضيات وخاصة التطبيقية تعد المتتاليات والسلاسؿ مف المواضيع ال

منيا, ابواسطتيا نستطيع مثلاً حساب بعض التكاملات المحددة التي يصعب حسابيا 
 بالطرائؽ المألواة.

دخلاً  لتعريؼ أىمية السلاسؿ اي تعريؼ تكامؿ ريماف, كما أنيا تشكؿ م تبرز
 رىا مف العموـ الرياضية.وغي مة لا غنى عنيا اي نظرية القياس, وىي وسيالتوابع التحميمية

 ة:يالأعداد الحقيق متتاليات
 ( تعارقف وؿػافقم أدادقة:1-0)

)أو أي   ىي تطبيؽ منطمقة مجموعة الأعداد الطبيعية  (:Sequenceالمتتالية ) 1-
, وعمى ىذا الأساس   ( ومستقرة مجموعة غير خالية مف  مجموعة غير منتيية مف 

)أو أي مجموعة جزئية غير   المتتالية العددية الحقيقة اللانيائية بأنيا تطبيؽ منطمقة 
, ابوضع   ( ومستقرة مجموعة جزئية مف مجموعة الأعداد الحقيقة   منتيية مف 

نحصؿ عمى مجموعة مف الأعداد    عدداً  حقيقياً    مقابؿ كؿ عدد طبيعي 
نحصؿ عمى اطة الأعداد الطبيعية, وبالتالي المرقمة بوس             الحقيقية: 

, نسمي الأعداد التي                      المتتالية العددية الحقيقة اللانيائية 
ليذه  الحد العام   أي   تشكؿ ىذه المتتالية بػ حدود المتتالية, ونسمي الحد ذا الدليؿ 

 المتتالية.
. لا نقصد +  *المتتالية بشكؿ مختصر باستخداـ حدىا العاـ بالشكؿ سنكتب 

 +  *أف الحد الأوؿ اي المتتالية  . وسنعتبر  مجموعة وحيدة العنصر  +  *بالرمز 
 وىو الحد ذو   وىكذا يكوف الحد العاـ مف الآف اصاعداً     والحد الثاني ىو    ىو 

 .+  *ي( لممتتالية بالحد النون أيضاً )يسمى   الدليؿ 
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  (:1) مثال
 لتكف المتتاليات:

( )  2
 

   
3  ( )  *  (   ) +  ( )  8(  )   

  

    
9   

( )  * + 
الأولى والحد  ةشكؿ جدولاً  لممتتاليات السابقة يضـ الحد العاـ والحدود الأربع والمطموب:

 العاشر.
 الحل:

  المتتالية الحد العاـ الأولى ةالأربع الحدود الحد العاشر
  

  
  

 
      

 

 
      

 

 
      

 

 
 

 

   
 2

 

   
3 ( ) 

                                    (   )  *  (   ) + ( ) 

 
   

  
  

 
  

 

 
 
 

 
  

  

  
 (  )   

  

    
 8(  )   

  

    
9 ( ) 

            * + ( ) 

 , عندما نقوؿ متتالية, ايقصد بيا متتالية حقيقية لا نيائية.مف الآف اصاعداً 
  (:1) ملاحظة
ؼ عف تختم عموما ً  عمى متتالية أخر  جديدة ناحصمإذا غيرنا مف حدود متتالية ما       

 أنيما تتشكلاف مف الأعداد نفسيا. المتتالية الأصمية مع
  (:2) مثال

 لمتتاليتاف العدديتاف الحقيقيتاف اللانيائيتاف:ا      
                           
                           

 أنيما تتشكلاف مف الحدود نفسيا. معىما متتاليتاف مختمفتاف 
 (:                المتتالية المحدودة ) 2-

,   إذا وجد عدد حقيقي وليكف  محدودة من الأعمىإنيا  +  *نقوؿ عف المتتالية 
 بحيث يتحقؽ:

                     

إذا وجد عدد حقيقي  محدودة من الأسفل )الأدنى(إنيا  +  *ونقوؿ عف المتتالية 
 بحيث يتحقؽ:  وليكف 
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اختصاراً  أو  محدودة من الأعمى ومن الأسفلإنيا  +  *ونقوؿ عف المتتالية 
 , بحيث يتحقؽ:حقيقياف  و    محدودة إذا وجد عدداف

       
  إنيا محدودة إذا وجد عدد حقيقي موجب وليكف  +  *بكلاـ آخر نقوؿ عف المتتالية 

 بحيث:
|  |           

 (:3) مثال
 المتتالية: -

 

 
 
 

 
 
 

 
   

 

   
   

 محدودة لأف:
|  | |  |    أي أف          

 

   
             

, وبالتالي ايي               محدودة مف الأدنى لأف  +  *المتتالية  -
 .مف الأدنى بالصفر محدودة

|  |ىي محدودة لأف:  + (  )*المتتالية  -    
  2المتتالية  -

 

 
       محدودة لأف:  3

 

 
   

 :(                     )المتتاليات المطردة  3-
 إذا تحقؽ الشرط: (          ) متزايدةإنيا  :+  *نقوؿ عف المتتالية 
انقوؿ إف المتتالية     لكؿ         إذا كاف  ,                  

 .متزايدة تماماً  +  *
 إذا تحقؽ الشرط: (          ) متناقصةإنيا  :+  *نقوؿ عف المتتالية 

        
ذا تحقؽ الشرط     لكؿ  إف المتتالية  :, انقوؿ    لكؿ         , وا 

 متناقصة تماماً . +  *
 مطردةمتتالية  +  *إف  :متزايدة أو متناقصة اإننا نقوؿ +  *إذا كانت المتتالية 

(        ) 
  (:4) مثال

     أثبت أف المتتالية التي حدىا العاـ:         
 

 
 .تماماً متناقصة  
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  الحل:
 وبالتالي يكوف:      , لكؿ       بما أف       

   
 

 

 
    لكؿ  

  لطراي المتراجحة السابقة نجد:  2بإضااة العدد 
 

   
   

 

 
أي     لكؿ  

 والمتتالية متناقصة.    لكؿ           فإ
  (:2) ملاحظة
 متناقصة والعكس صحيح. +   *متزايدة , اإف المتتالية  +  *إذا كانت المتتالية       

 (                      )( تؼارب ؿتتاؾقة 2-0)

 , ونرمز لذلؾ بالشكؿ:  إنيا متقاربة إلى العدد الحقيقي  +  *نقوؿ عف المتتالية 
 ( إذا تحقؽ الشرط:             )أو بالشكؿ            

بحيث  (    )أي   اي    وليكف   يوجد عدد متعمؽ بػ    لكؿ عدد حقيقي موجب 
|    |  .    عندما     

نياية أو لا توجد    لممتتالية  : إنو, اإننا نقوؿ  اي حاؿ عدـ وجود مثؿ العدد 
 .(         )متباعدةإنيا  :نقوؿ
  (:5) مثال
   أثبت أف المتتالية التي حدىا العاـ:      

   

    
  متقاربة إلى العدد الحقيقي  

 

 
. 

  الحل:
 بحيث   , يوجد عدد حقيقي     حسب التعريؼ السابؽ لكؿ عدد حقيقي 

 |    | مف أجؿ ذلؾ    , لذلؾ يكوف اليدؼ إيجاد مثؿ العدد     لكؿ    
|    |, مف خلاؿ الشرط     نبحث عف علاقة تربط بيف العدديف  , لكؿ   

 , مف أجؿ ذلؾ نكتب:    
|    |  |

   

    
 

 

 
|  |

         

 (    )
|  | 

 

 (    )
|    

 , وبالتالي:    لنفرض أف 
 

 (    )
     

 

  
       

 

  
       

 

 
(
 

  
  )    

   وبالتالي اإف 
 

 
.

 

  
 , لاحظ أف /  

 
.

 

  
  / بيذا الشكؿ تمكنا    

|    |( مف خلاؿ الشرط:   )المتعمؽ بػ    مف إيجاد العدد    . 
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 خواص الدتتاؾقات الدتؼاربة:( بعض 3-0)

 :تقاربة مف خلاؿ المبرىنات الآتيةنقدـ أىـ خواص المتتاليات الم
  (:1) مبرىنة

 اإف نيايتيا وحيدة. متقاربة +  *إذا كانت المتتالية 
 (:2) مبرىنة

 ف, وأف:متتاليتي +  *و  +  *بفرض 
   
   

         
   

     
 عدداً  حقيقياً  عندئذ يتحقؽ مما يمي:  وبفرض 

(1)    
   

(     )     
   

      
   

       
(2)    

   
(     )     

   
      

   
       

(3)    
   

(    )       
   

       
 , اإف:    وكذلؾ   مف   لكؿ      إذا كاف  (4)

   
   

(
  

  
)  

   
   

  

   
   

  
 

 

 
 

  (:3) مبرىنة
ذا كانت:         ,     لكؿ       بالاستفادة مف ارضيات المبرىنة السابقة, وا 
 .   اإف 

 (:               ( )مبرىنة الحصر أو الإحاطة( )4) مبرىنة
  لكؿ          بحيث يتحقؽ  +  * +  * +  *لتكف لدينا المتتاليات 

عدداً  حقيقياً (   )حيث                     ولنفرض أف:   مف 
 .أيضاً            عندئذِ  يكوف:

  (:6) مثال
 مستفيداً  مف المبرىنة السابقة )مبرىنة الحصر الإحاطة( أثبت أف:      

   
   

 

  
   

 ( (   )   لمحؿ استفد مف منشور نيوتف لػ:  ا ً )إرشاد
 باستخداـ منشور نيوتف نجد: الحل:
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   (   )      
 (   )

  
     

           4
  

 
 

 

 
5       

 وبما أف:
    4

  

 
 

  

 
5           4

  

 
 

 

 
5  

  

 
 

  لأف الحدود التي أىممناىا ىي حدود موجبة, ومنو نجد أف:
 

   
 

وبالتالي    
  

 

   
 

 
      و            , ولما كاف 

 

 
, احسب المبرىنة السابقة   

      نجد أف: 
 

    . 
  (:5) مبرىنة
ذا كاف: +  *رض أف تفن        متتالية مف الأعداد الحقيقية الموجبة, وا 

    و            
  √         √   √      اإف: 

  (:6) مبرىنة
ذا كاف  +  *إذا كانت المتتالية         , اإف   لجميع قيـ      متقاربة, وا 

            . 
  (:7) مبرىنة
+|  |*      اإف:            إذا كانت         | |. 
  (:8) مبرىنة
|  |      إذا كانت         .          اإف:    

 (:3) ملاحظة
 أكثر مف متتاليتيف.( عمى 2يمكف تعميـ المبرىنة ) 1-      
عمى الضرب والجمع والطرح لا يكوف صحيحاً إلا إذا     إف توزيع رمز الػ  2-      

 كانت كؿ المتتاليات متقاربة.
 (:9) مبرىنة
ذا كانت: +  *لتكف          متتالية الأعداد الحقيقية الموجبة, وا 
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 .          ف: قاربة وتكوف نيايتيا الصفر, أي إمت +  *اإف المتتالية 
  (:7) مثال

+  *طبؽ المبرىنة السابقة لدراسة تقارب المتتالية:          2
 

  
 . مف   لكؿ  3

 الحل:
    الحد العاـ لممتتالية المدروسة ىو:

 

 :وبالتالي   
    

  
 

   

    
 
  

 
 

 

 
(  

 

 
) 

 نجد:    وبأخذ نياية المساواة السابقة عندما 
   
   

    

  
    

   

 

 
(  

 

 
)  

 

 
   
   

(  
 

 
)  

 

 
   
 نر  أف المتتالية المعطاة متقاربة , كما أف: السابقة احسب المبرىنة

   
   

 

  
   

  (:10) مبرىنة
 اإنيا تكوف محدودة. متقاربة +  *إذا كانت المتتالية        
  (:4) ملاحظة
 إف عكس ىذه المبرىنة غير صحيح بشكؿ عاـ , امثلاً  المتتالية:       

            
لكنيا غير متقاربة لأف نيايتيا  ٓومف الأسفؿ بالعدد  2محدودة مف الأعمى بالعدد 

 .2أو  0كوف قد ت  تسعى نحو   عندما 
تكوف غير متقاربة بقة, أف كؿ متتالية غير محدودة ف المبرىنة الساينتج م

 )متباعدة(.
  (:1) نتيجة

 تتقارب متتالية إذا كانت محدودة ومطردة.       
  (:8) مثال

  2ادرس تقارب المتتالية        
 

 
3. 
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  الحل:
    المتتالية المدروسة محدودة لأف        

 

 
, وىي متزايدة    , لكؿ   

 لأف:
       

 

   
   

 

 
 

 

(   ) 
    

 

(   ) 
 

ف المتتالية المعطاة محدودة اإ وعمى ىذا,    لكؿ         وىذا يعني أف 
 ومتزايدة احسب النتيجة السابقة تكوف متقاربة.

 ( بعض اؾـؿاذج الخاصة لحساب ـفاقة ؿتتاؾقات:4-0)

الاستفادة مف خواص النماذج التالية تفيدنا اي حساب نياية متتالية, وذلؾ بعد 
 المتتاليات السابقة.

 مف الشكؿ: +  * بفرض أف المتتالية النموذج الأول:
*  +  8

   
       

         

                   
9 

 أعداد حقيقية,       لا يساوياف الصفر و       حيث 
 :المتتالية نميز الحالات الآتيةه , لدراسة نياية ىذ                         و

 اإف: +  *اي     إذا كانت درجة البسط تساوي درجة المقاـ أي  (1)

   
   

   
  

  
 

         اإف:     إذا كنت درجة البسط أكبر تماماً  مف درجة المقاـ أي  (2)
 .          غير موجودة, ونكتب اي ىذه الحالة 

اإف:      , أي +  *إذا كانت درجة البسط أصغر تماماً مف درجة المقاـ اي  (3)
           

 احسب نياية المتتاليات التالية: (:9) مثال
( )  8

         

         
9  ( )  8

       

    
9  ( )  8

    

    
9 

  الحل:
لذا  ؛4اوي درجة المقاـ وتساوي العدد أف درجة البسط تس ( )نلاحظ اي المتتالية        

 يكوف حسب الحالة الأولى:
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4
         

         
5  

 

 
 

لذا  سط أصغر تماماً  مف درجة المقاـ؛نلاحظ أف درجة الب ( )واي المتتالية 
 يكوف حسب الحالة الثالثة:

   
   

4
       

    
5    

لذا يكوف  مف درجة المقاـ؛ سط أكبر تماماً نلاحظ أف درجة الب ( )أما اي المتتالية 
 لدينا:

   
   

4
    

    
5    

 النموذج الثاني:
(1)    

   
           | |    

(2)    
   

|  |          | |    
  (:10) مثال

 احسب نياية المتتاليات التالية:       
( )  8( 

 

 
)
 

9      ( )  *(    ) + 

   , نلاحظ أف  ( )مف أجؿ المتتالية  الحل:
 

 
| |, وبما أف    | 

 

 
|  

 

 
   

 .      ( نجد: 1احسب )
 

 
/
 

   
 ( يكوف لدينا:2احسب )         , بما أف  ( )أما اي المتتالية 

   
   

(    )    
 ايي متقاربة. ( )متباعدة , أما المتتالية اي  ( )وىذا يعني أف المتتالية اي 

 النموذج الثالث:
 عندئذٍ  يكوف لدينا:عدداً  حقيقياً    بفرض  (1)

   
   

.  
 

 
/
 

           
   

.  
 

 
/

 

 
    

 , اإف:     إذا كاف  (2)

   
   

(
 

    
)    
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 :يكوف  أي عدد حقيقي مف أجؿ  (3)

   
   

√ 
 

    
   

 
 

    
 يكوف لدينا:  مف أجؿ أي عدد حقيقي موجب  (4)

   
   

  

  
   

  (:11) مثال
 بالاستفادة مف النموذج السابؽ لدينا:       

   
   

(  
 

 
)
 

            

   
   

(
 

    
)              

   
   

(    )              
  (:5) ملاحظة
 اي بعض المتتاليات لا يمكف تحديد درجة البسط والمقاـ, كما اي المتتالية:       

*  + مف النماذج الثلاثة السابقة, اي ىذه الحالة يمكف  أيضاً , وليست +      * 
يوضح ىذه  ؿ ىذه المتتالية, والمثاؿ الآتيتطبيؽ قاعدة لوبيتاؿ لإيجاد نياية مث

 الملاحظة.
  (:12) مثال

+  *احسب نياية المتتالية          .   , عندما +      * 
 الحل:

   
   

           
 حالات عدـ التعييف, لذا نكتب:وىي إحد  

   
   

          
   

  

  
 

 

 
 

 مرات متتالية نجد: بتطبيؽ قاعدة لوبيتاؿ أربع

   
   

          
   

  

  
    

   

  

  (   ) 
 

  

 
   

 (:               ( ؿتتاؾقة ؽوذي )5-0)

 تحقؽ الشرط:يا متتالية كوشي, إذا واقط إذا إن +  *نقوؿ عف المتتالية 
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              |     |                
  (:13) مثال

+  *برىف أف المتتالية:           
     

 
 ىي متتالية كوشي.      

  الحل:
   بحيث يكوف    ولنختر العدد     ليكف 

 

 
 , عندئذٍ يكوف: 

|     |  |
     

 
 

     

 
|  

 |     |   |     |

   
 

   

   
 

 نستطيع كتابة:     إذا كاف 
|     |  

   

   
 

  

   
 

 

 
 

  لدينا      وبسبب 
 

 
 , ويكوف:

|     |    
2ف المتتالية وىذا يبيف لنا أ

     

 
 ىي متتالية كوشي.    , لكؿ 3

 :أىم خصائص متتالية كوشي من خلال المبرىنات التاليةنقدـ الآف 
  (:11) مبرىنة
 ايي متتالية كوشي. متقاربة +  *إذا كانت المتتالية        
  (:12) مبرىنة

 اإنيا تكوف محدودة. متتالية كوشي +  *إذا كانت المتتالية 
 + (  )*المبرىنة السابقة ليس صحيحاً بشكؿ عاـ, امثلاً  المتتالية  عكسإف 

 محدودة لكنيا ليست متتالية كوشي.
 ( اختبار ؽوذي ؾؾؿتتاؾقات:6-0)

ىو أف تكوف ىذه المتتالية متتالية  +  *اللازـ والكااي لتقارب المتتالية  الشرط
 كوشي.

  (:14) مثال
2أثبت اف المتتالية        

 

 
 ىي متتالية كوشي. 3

  الحل:
 متتالية كوشي, نثبت أنيا متقاربة.لإثبات أف المتتالية المعطاة ىي        
   بحيث    , يوجد عدد صحيح    بفرض 

 

 
 اإف:       . إذا كاف 
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 يكوف لدينا:       وبالتالي لكؿ 
|     |  |

 

 
 

 

 
|  

 

 
 

 

 
 

 

  
      

 

 
    
عدد موجب اختياري, اإنو حسب تعريؼ متتالية كوشي, تكوف المتتالية   وبما أف 

2
 

 
 متتالية كوشي.  3

 :(                      )لندرس الآن سلاسل الأعداد الحقيقية 
 , نعرؼ السمسمة الحقيقية اللانيائية بأنيا+  *لتكف المتتالية الحقيقية اللانيائية 

 ف:مجموع حدود ىذه المتتالية, أي إ
                  

∑أو اختصاراً  بالشكؿ    
 
بحدود السمسمة,              , نسمي الأعداد     

 .بالحد النوني لمسمسمةالسابقة أو  ةمبالحد العام لمسمس   ونسمي 
   نجدد الملاحظة بأنو سنرمز لبعض الأحياف لمحد الأوؿ لمسمسة السابقة بالرمز 

 وىكذا....   والحد الثاني بػ 
 :(                        )( المجؿوع الجزئي ؾسؾسؾة 7-0)

 نسمي المجاميع التالية:       
                             

               ∑  

 

   

 

∑ة مبالمجاميع الجزئية لمسمس   
 
, +  *. تشكؿ ىذه المجاميع متتالية نرمز ليا بػ    

 السابقة. متتالية المجاميع الجزئية لمسمسمةونسمييا 
  تكوف السمسمة∑   

 
 الموااقة متقاربة إذا واقط إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية    
إذا واقط   العدد الحقيقي  ومجموعيا السمسمة السابقة إنيا متقاربةمتقاربة. ونقوؿ عف 

 .  متقاربة إلى +  *متتالية مجاميعيا الجزئية إذا كانت 

∑, اإننا نقوؿ إف السمسمةمتباعدة +  *ما إذا كانت المتتالية أ   
 
 متباعدة.    

  (:15) مثال
 لتكف السمسمة:       
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 (   )
   

 .                 أوجد  1-
 .  أوجد  2-
 بيف ايما إذا كانت السمسمة المعطاة متقاربة أـ متباعدة. 3-

 الحل:
-1 

      
 

   
 

 

 
   

         
 

   
 

 

   
 

 

 
 

        
 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

 
   

         
 

 
 

 

   
 

 

 
 

   
 

 
 

 

   
 

 

 
   

    
 

 
 

 

   
 

 

 
 

   بما أف  2-
 

 (   )
 

 

 
 

 

   
∑   , اإف:      

 
 أي أف:    

   (  
 

 
)  (

 

 
 

 

 
)  (

 

 
 

 

 
)       (

 

 
 

 

   
) 

 وبالتالي:
     

 

   
 

 

   
 

-3 
   
   

      
   

 

   
   

 االسمسمة المدروسة متقاربة ومجموعيا يساوي الواحد.            إذا كاف
 الدتؼاربة:( بعض خواص اؾسلادل 8-0)

 أىـ خواص السلاسؿ المتقاربة مف خلاؿ المبرىنات التالية: سنستعرض
  (:13) مبرىنة
∑إذا كانت السمسمة           

 
  اإف حدىا العاـ يسعى نحو الصفر عندما  متقاربة    

 .          أي   تسعى إلى 
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 ؛المبرىنة السابقة شرطاً لازماً لتقارب أية سمسمة, لكف ىذا الشرط غير كاؼٍ  تمثؿ
  لأنو توجد سلاسؿ متباعدة اي حيف أف نياية الحد العاـ ليا يسعى نحو الصفر عندما 

 . تسعى نحو 
  (:2) نتيجة

تسعى نحو   ساوي الصفر عندما نياية الحد العاـ لسمسمة ما لا ت إذا كانت       
∑اللانياية اإف ىذه السمسمة متباعدة. امثلاً  السمسمة 

  

    
 
 متباعدة لأف:    

   
   

      
   

  

    
 

 

 
   

 شرط كوشي لتقارب سمسمة

(                                         ) 
نو ر تقارب السلاسؿ, لأيلاسؿ مف أىـ معاييعد شرط كوشي لدراسة تقارب الس

وليست لازمة  كاايةً ا ً , أما الاختبارات الأخر  ايي تعطي شروطيعطي شرطاً لازماً وكااياً 
 اي حؿ الكثير مف مسائؿ التقارب ط كوشي التالي وسيمة اعالةلمتقارب, لذا يعد شر 

 .لممتتاليات
∑نقوؿ عف السمسمة    

 
إذا كانت متتالية المجاميع  إنيا تحقؽ شرط كوشي  :   

إنو  بحيث   يوجد عدد      وشي أي: مف أجؿ كؿ عددتحقؽ شرط ك +  *الجزئية 
 يكوف:        :مف أجؿ

|     |  |∑   
 
     |        

 )مبرىنة كوشي في السلاسل(: (:14) مبرىنة
∑الشرط اللازـ والكااي لتقارب السمسمة    

 
 ىو أف يتحقؽ شرط كوشي.    

  (:15مبرىنة)
∑إذا كانت السمسمة العددية    

 
ذا كاف   متقاربة ومجموعيا يساوي        وا 

∑عدداً  ما اإف السمسمة     
 
    تكوف متقاربة ومجموعيا يساوي     

  (:16) مبرىنة
∑إذا كانت السمسمتاف    

 
∑و        

 
   متقاربتيف ومجموع الأولى ىو     

∑اإف السمسمة    والثانية ىو  (     )
 
 تكوف متقاربة ومجموعيا يساوي    

     . 
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  (:6) ملاحظة
∑إذا كانت السمسمتاف    

 
∑و        

 
 متقاربتيف     

∑) اإف السمسمة   
 
   ) (∑   

 
أف , لكف ليس بالضرورة متقاربة أيضاً  (   

∑تكوف السمسمة  (     )
 
 متقاربة.    

  (:17) مبرىنة
∑إذا كانت السمسمة    

 
∑متقاربة, بينما السمسمة       

 
متباعدة اإف     

∑السمسمة: (     )
 
 متباعدة.    

  (:18) مبرىنة
يسعى نحو الصفر اإنيا تكوف متباعدة لا إذا كاف الحد العاـ لمسمسمة العددية 

 .حتماً 
  (:19) مبرىنة

∑اللازـ والكااي لتقارب السمسمة ذات الحدود غير السالبة  الشرط   
 
ىو أف     

 محدودة. +  *تكوف متتالية مجاميعيا الجزئية 
  (:16) مثال

∑بيف ايما إذا كانت السمسمة     
 متقاربة.    

  الحل:
 :أف بما

   ∑  

 

   

             

غير محدودة , احسب المبرىنة السابقة السمسمة المدروسة  +  *وبما أف المتتالية 
 تكوف متباعدة.

∑لمسمسمة تعريف الباقي النوني   
 
, يعرؼ الباقي النوني لمسمسمة السابقة    

التي نحصؿ عمييا و              بأنو السمسمة:    والذي نرمز لو عادة بػ 
∑مف السمسمة   ددىا والتي ع           بحذؼ الحدود الأولى    

 
, ونكتب    

∑   بشكؿ مختصر الباقي النوني:    
 
     . 
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 (:20) مبرىنة
∑إذا كانت السمسمة 1-   

 
 اإف كؿ باؽٍ  مف بواقييا يكوف متقارباً . متقاربة      

∑إذا كاف أحد بواقي السمسمة  2-   
 
 اإف ىذه السمسمة تكوف متباعدة. متباعدا ً     

∑إذا تقارب أحد بواقي السمسمة  3-   
 
 اإف السمسمة تكوف متقاربة.    

∑إذا كانت السمسمة  4-   
 
 اإف كؿ باؽٍ  مف بواقييا يكوف سمسمة متباعدة.متباعدة     

 ممكف مما سبؽ القوؿ:
∑إذا كانت السمسمة  5-   

 
ىو مجموع    , حيث           متقاربة اإف    

∑الباقي النوني لمسمسمة    
 
   . 

 ( بعض أفم اؾسلادل:9-0)

الآف أىـ السلاسؿ التي سنسترشد بيا اي حؿ الكثير مف المسائؿ  نستعرض
 .أيضاً المتعمقة بتقارب السلاسؿ العددية والتابعية 

 (                   )التوافقية  السمسمة 1)
 السمسمة ىو:الشكؿ العاـ ليذه 

∑  

 

   

 ∑
 

 

 

   

   
 

 
 

 

 
    

 

 
    

 ماً .اعدة دائوىي سمسمة متب
 (                    )اليندسية  السمسمة 2)

 الشكؿ العاـ ليذه السمسمة ىو:

∑   

 

   

                    

 يا.أساس  حدىا الأوؿ و   عدداف حقيقياف, نسمي     حيث 
| |تكوف ىذه السمسمة متقاربة إذا كاف              ومجموعيا ىو   

 

   
 

| |وتتباعد ىذه السمسمة إذا كاف     
  (:17) مثال

   ادرس تقارب السمسمة التالية:       
 

 
 

 

      
 

ثـ حدد         
 مجموعيا.



  
27 

 

  

 الحل:
وأساسيا     ف حدىا الأوؿ المعطاة ىي سمسمة ىندسية , حيث إ السمسمة

  
 

 
  , وبما أف  

 

 
 االسمسمة متقاربة , أما مجموعيا ايو:   

  
 

   
 

 

  
 

 

   

 الحسابية: السمسمة 3)
 الشكؿ العاـ ليذه السمسمة ىو:

∑  (   )  

 

   

   (   )  (    )       (  (   ) )
        ( ) 

 أساس ىذه السمسمة.  حدىا الأوؿ و   عدداف حقيقياف , نسمي     حيث 
 يعطى بالعلاقة:حداً  منيا   , ومجموع ىذه السمسمة متباعدة دائماً 

  
 

 
,   (   ) - 

  (:18) مثال
 . وأساسيا     شكؿ سمسمة حسابية حدىا الأوؿ       
 الحل:

اإف شكؿ السمسمة الحسابية المطموبة بعد التعويض اي     و     بما أف 
 ىو: ( )

∑  (   )  

 

   

 

   (   )  (   )  (   )     (   (   ))     
(    )            أو الشكؿ:           

 :(                         )السمسمة التوافقية المعممة  4)
 الشكؿ العاـ ليا ىو:

∑
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 عدد حقيقي موجب.  ف إحيث 
 تكوف السمسمة التوااقية المعممة ىي سمسمة توااقية.    لاحظ أنو مف أجؿ 

, وتكوف متباعدة إذا كاف     تكوف السمسمة التوااقية المعممة متقاربة إذا كاف 
   . 

  (:19) مثال
 ف:ادرس تقارب السمسمتي       

( )∑
 

  

 

   

      ( )∑
 

√ 
 

 

   

 

 الحل:
االسمسمة       , وبما أف    , حيث سمسمة توااقية معممة ( )السمسمة 

 المدروسة متقاربة.
  , حيث سمسمة توااقية معممة ( )السمسمة 

 

 
  , وبما أف 

 

 
االسمسمة    

 متباعدة. ( )
 ( بعض اختبارات تؼارب ؾؾسلادل:10-0)

 :لسلاسؿ مف خلاؿ المبرىنات الآتيةنقدـ أىـ اختبارات تقارب ا
 (              )(: اختبار المقارنة 21) مبرىنة

∑لتكف    
 
∑و        

 
 :حدود موجبة, عندئذٍ  يسمسمتيف ذات    

∑إذا كانت السمسمة  1-   
 
,  , لكؿ عدد صحيح موجب      متقاربة, وكاف     

∑عندئذٍ  تكوف السمسمة    
 
 متقاربة.    

∑إذا كانت السمسمة  2-   
 
عدد صحيح  , مف أجؿ كؿ     متباعدة وكاف     

∑, عندئذٍ  تكوف السمسمة  موجب    
 
 .متباعدة أيضاً     

∑إذا كانت  3-   
 
∑و        

 
ذا وجد عدد حقيقي  حدود موجبة يسمسمتيف ذات     , وا 

 :بحيث أف   موجب مثؿ
   
   

  

  
     

ما أف تكوفو  متقاربتيف معاً  أي إما أف تكوناالسمسمتاف مف طبيعة واحدة ) تكوف عندئذٍ   ا 
 (.متباعدتيف معاً 
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 (                   )الاختبار الأخير يسمى اختبار مقارنة النيايات 
  (:7) ملاحظة
      إذا كانت        

  

  
      أو    

  

  
ذا كانت السمسمة و     ∑ا    

 
    

∑اإف السمسمة  متقاربة    
 
ذا كانت تكوف متقاربة أيضاً      ∑, وا    

 
اإف باعدة مت    

∑السمسمة    
 
∑, أما إذا كانت متباعدة أيضاً        

 
∑متقاربة اإف        

 
قد     

 تكوف متباعدة أو متقاربة.
  (:20) مثال

∑لتكف السمسمة    
 
    ∑

 

 :, ولنأخذ السمسمةوىي متقاربة   
∑   

 
    ∑

 

    
 , لاحظ أف:عمؿ ذلؾ(أيضاً )وىي متقاربة  

   
   

  

  
    

   

 

  

 

    

    
   

 

√ 
    

   ∑أما إذا أخذنا السمسمة 
 

√ 
 :وىي متباعدة , انلاحظ أف 

   
   

  

  
    

   

 

  

 

√ 

    
   

 

     
   

∑لاحظ أف السمسمة 
 

  
 
∑متقاربة , بينما السمسمة     

 

√ 
 
ذا أخذنا متباعدة     , وا 

∑السمسمة    
 
    ∑

 

√ 
 
∑و        

 
    ∑

 

  
 
 اسنجد:    

   
   

  

  
    

   

 

     
   

∑أف السمسمة  نلاحظ   
 
∑السمسمة  متباعدة اي حيف       

 
 متقاربة.    

ذا  ∑ أخذناوا    
 
    ∑

 

√ 
 
∑و        

 
    ∑

 

 
 
 اإف:    

   
   

  

  
    

   

 

√ 
   

∑ السمسمةإف    
 
∑متباعدة , وكذلؾ السمسمة التوااقية     

 

 
 
 متباعدة.    

عتيا , ويجب معراة طبيبيا التي سنقارفمف الضروري حسف اختيار السمسمة 
 (.)متقاربة أـ متباعدة سابقاً 

 :(              )دالمبير( ( اختبار النسبة )اختبار 22) مبرىنة
∑ذات الحدود الموجبة  السمسمةلتكف    

 
 , ولنفترض أف:   
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 عندئذٍ:
∑اإف السمسمة  (   ) 1أصغر مف العدد   إذا كاف العدد الحقيقي  1-   

 
    

 متقاربة.
∑اإف السمسمة  (   ) 1أكبر تماماً  مف العدد   إذا كاف العدد الحقيقي  2-   

 
    

      متباعدة أو 
    

  
  . 

∑امف الممكف أف تكوف السمسمة     إذا كاف  3-   
 
متقاربة أو متباعدة, اي ىذه     

 الحالة يفشؿ ىذا الاختبار.
  (:21) مثال

   أثبت أف السمسمة التي حدىا العاـ        
  

  
 متباعدة. 

  الحل:
 بتطبيؽ اختبار النسبة السابؽ, لدينا:       

   
  

  
          

(   )   

(   ) 
    

    

  
 

(   )   

(   ) 
 
  

  
 

 
(   )      

(   )     
 

(   ) 

  
 (

   

 
)
 

 (  
 

 
)
 

 
      وبالتالي يكوف: 

    

  
       .  

 

 
/
 

   
 تكوف السمسمة المدروسة متباعدة. , احسب اختبار النسبة      بما أف 

 :(             )( اختبار الجذر النوني )اختبار كوشي( 23) مبرىنة
∑لتكف السمسمة ذات الحدود الموجبة           

 
 , ولنفترض أف    

   
   

√  
             

 عندئذٍ :
, اإف السمسمة    أصغر تماماً  مف الواحد, أي   إذا كاف العدد الحقيقي  1-

∑   
 
 تكوف متقاربة.    

  :أو كانت    أكبر مف الواحد , أي   إذا كاف العدد الحقيقي  2-

      √  
∑اإف السمسمة        

 
 تكوف متباعدة.    
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∑يساوي الواحد اإف السمسمة   إذا كاف العدد الحقيقي  3-   
 
قد تكوف متقاربة أو     

 شؿ.اايعني أف اختبار الجذر النوني متباعدة , وىذا 
  (:22) مثال

∑ادرس تقارب السمسمة:        
     

  
 
     

  الحل:
   بتطبيؽ اختبار الجذر النوني حيث        

     

 نجد:   

   
   

√  
     

   
√
     

  

 

    
   

4
     

  
5

   

    
   

   
 

 

 
   

 االسمسمة المعطاة حسب اختبار الجذر النوني متقاربة.      بما أف 
 :(         )اختبار راب  (24) مبرىنة
∑لتكف السمسمة ذات الحدود الموجبة           

 
 , إذا كانت    

   
   

[ (  
    

  
)]     (  ) 

 عندئذٍ:
∑اإف السمسمة      إذا كاف  1-   

 
 متقاربة.    

∑اإف السمسمة      إذا كاف  2-   
 
 متباعدة.    

∑اإف السمسمة     إذا كاف  3-   
 
باعدة , واي ىذه قد تكوف متقاربة أو مت    

 .ااشؿ ىذا الاختبار الحالة اإف
  (:23) مثال

 استخدـ اختبار راب لدراسة السمسمة التي حدىا العاـ:       
   

 

  (    )
 

 :لدينا الحل:
   

 

  (    )
          

 

 (   ), (   )   -

 
 

(    )(    )
 

 (  
    

  
)   [  

 

(    )(    )
]  

      

(   )(    )
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 والآف وباستخداـ اختبار راب نجد:
   
   

 (  
    

  
)     

   

      

        
 

 

 
   

 السمسػػػػػػػػػمة التػػػػػػػػػػي حػػػػػػػػػدىا العػػػػػػػػػػاـ, احسػػػػػػػػػب اختبػػػػػػػػػػار راب تكػػػػػػػػػوف      بمػػػػػػػػػا أف 
    

 

  (    )
 متقاربة. 

 :(                 )اختبار التكامل  (25) مبرىنة
∑لتكف    

 
( ) , وليكف وجبةسمسمة ذات حدود م     , ولنفرض أف    

∑, عندئذٍ السمسمة    مستمر وليا قيمة موجبة ومتناقصة مف أجؿ   التابع    
 
    

∫تكوف متقاربة إذا كاف التكامؿ المعتؿ   ( )
 

 
∑متقارباً وتكوف السمسمة       

 
    

 .عداً متباعدة إذا كاف التكامؿ السابؽ متبا
  (:24) مثال

 :, مستخدماً اختبار التكامؿادرس تقارب السلاسؿ التالية      

( )∑
 

 

 

   

      ( )∑
  ( )

 

 

   

 

 الحل:
   بما أف  1-

 

 
( ) , اإف   

 

 
( ) لنحصؿ عمى   بػ   , لنستبدؿ كؿ   

 

 
, بما 

, لذا نستطيع تطبيؽ    مستمر وموجب ومتناقص مف أجؿ  ( ) اف التابع 
 اختبار التكامؿ, أي أف:

∫
 

 
  

 

 

    
   

∫
 

 
  

 

 

    
   

,   - 
     

   
,       -    

∫بما أف التكامؿ متباعد 
 

 

 

 
∑, االسمسمة التوااقية متباعد   

 

 
 
متباعدة     

 .أيضاً 
∑إذا طبقنا اختبار النسبة لدراسة تقارب السمسمة  2-

  ( )

 
 
  :اإنو سيفشؿ لأف    

   
   

    

  
             

  (   )

   
 

 لذا سنستخدـ اختبار التكامؿ لميدؼ المنشود.
( ) لدينا   

  ( )

 
( ) , وبالتالي   

  ( )

 
)إف شروط تطبيؽ اختبار التكامؿ  

 محققة(
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  ∫
   

 
  

 

 

    
   

∫
   

 
  

 

 

                   
  

 
 

 وبالتالي يكوف لدينا:
  

 

 
   
   

,   ( )- 
  

 

 
   
   

,        -  
 

 
,   -    

∫بما أف التكامؿ: 
   

 
  

 

 
∑, اإف السمسمةمتباعد 

  ( )

 
 
 .متباعدة أيضاً     

 (                  )( اؾسلادل الدتـاوبة 11-0)

∑نقوؿ عف السمسمة    
 
ذا , إنيا متناوبة إ , لكؿ تحولات      , حيث    

 , أي مف الشكؿ:كانت حدودىا متناوبة بالإشارة

            (  )       ∑(  )     

 

   

 

 , أو بالشكؿ:موجباً    خذنا الحد الأوؿ وذلؾ إذا أ

             (  )        ∑(  )   

 

   

 

 .سالباً    إذا أخذنا الحد الأوؿ 
 :التالي , نطبؽ )اختبار( ليبنتزلاسؿ المتناوبةلدراسة تقارب الس

 (                 )ز( تيبن)مبرىنة ل (26) مبرىنة
∑تتقارب السمسمة المتناوبة         (  )     

 
 :إذا تحقؽ الشرطاف الآتياف    

, لكؿ          حدودىا متناقصة مف الأعداد الموجبة, أي تتحقؽ المتراجحة:  1-
 . قيـ 

     , ومجموعيا موجب ولا يتجاوز الحد الأوؿ أي:            2-
  (:25) مثال

∑ السمسمة المتناوبة:ادرس تقارب         (  )    
   

  

     
 

 الحل:
أو الشرط            :ز لنثبت أولاً أفتنلنطبؽ شرطي مبرىنة ليب

 . لكؿ قيـ           
 لدينا:
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 (   )

 (   )   
 

        

(     )(        )
   

 محقؽ. ولنتحقؽ مف الشرط الثاني: ليبنتزإذف الشرط الأوؿ مف شروط المبرىنة 
   
   

      
   

  

     
   

 , االسمسمة المدروسة متقاربة. أيضاً والشرط الثاني محقؽ 
 ( اؾتؼارب الدطؾق واؾتؼارب اؾشرري:12-0)

(                                            ) 
∑نقوؿ عف السمسمة    

 
ا حوت حدوداً  موجبة إنيا كيفية )مختمطة( إذ :   

 , امثلاً  السمسمة:وأخر  سالبة

                 (  )
 (   )

     ∑(  )
 (   )

 

 

   

 

∑لدراسة تقارب السمسمة الكيفية    
 
 , أي:أولاً سمسمة القيـ المطمقة ليا , نشكؿ   

|  |  |  |  |  |     |  |     ∑|  |

 

   

 

ف السمسمة , عندىا تكو ( متقاربةةاإذا كانت السمسمة الأخيرة )سمسمة القيـ المطمق
 . نسمي عادة التقارب اي ىذه الحالة بالتقارب المطمؽ.الكيفية متقاربة أيضاً 

  (:26) مثال
 :بيف ايما إذا كانت السمسمة الكيفية       

∑  

 

   

 
 

 
 

 

  
 

 

  
 

 

  
    

 .مطمقاً متقاربة تقاربا ً 
  الحل:

 :أولاً  سمسمة القيـ المطمقة ليالنشكؿ        

∑|  |

 

   

 
 

 
 

 

  
 

 

  
    

 

  
    

  وبما أف السمسمة الأخيرة ىندسية, حدىا الأوؿ 
 

 
  , وأساسيا 

 

 
, وبما أف 

  
 

 
 ايي متقاربة.   
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 سمسمة القيـ المطمقة متقاربة وبالتالي اإف السمسمة الكيفية المعطاة متقاربة. إذاً 
∑نقوؿ عف السمسمة  تعريف التقارب الشرطي:   

 
, إذا شرطياً إنيا تتقارب تقاربا ً     

∑ كانت متقاربة, وكانت السمسمة |  |
 
 متباعدة.    

  اختبار النسبة لمتقارب المطمق
 (                                   ) 

∑لتكف السمسمة    
 
|      غير الحاوية عمى حدود معدومة, وليكف    

    

  
|    ,

 :عندئذٍ 
∑, االسمسمة    إذا كاف  1-   

 
 .مطمقاً متقاربة تقارباً      

|      أو     إذا كاف  2-
    

  
| ∑االسمسمة       

 
 متباعدة.    

∑, وىذا يعني أف السمسمة ار اي ىذه الحالة يفشؿباالاخت    إذا كاف  3-   
 
قد     

 و متقاربة.تكوف متباعدة أ
  (:7) ملاحظة
يمكف استخداـ اختبار الجذر النوني )اختبار كوشي( لدراسة التقارب المطمؽ        
∑لمسمسمة    

 
  √, وذلؾ باستبداؿ    

|  |√بػ   
, كما يمكف استخداـ اختبار المقارنة  

الوارد اي دراسة تقارب السلاسؿ ذات الحدود الموجبة, ولا ننسى وضع القيمة المطمقة لػ 
 المطمق التالي: التقارب اختباريمكف استخداـ كما  .  

∑لتكف    
 
∑سمسمة متناوبة, ولتكف        

 
سمسمة متقاربة لحدود موجبة, إذا     

|      كانت 
  

  
∑سمسمة وجودة وغير معدومة, عندئذٍ الم |   

 
متقاربة تقارباً      

 .مطمقاً 
  (:27) مثال

 :باً شرطياً أو تقارباً مطمقاً بيف ايما إذا كانت السلاسؿ التالية متقاربة تقار        

( )∑
(  ) √ 

 

    

 

   

      ( )∑(  )    
 

 

 

   

 

  الحل:
∑ىي  ( )إف سمسمة القيـ المطمقة لمسمسمة ( )  √ 

 

    
 
, لنقارف ىذه السمسمة مع    

∑السمسمة المتباعدة 
 

    
 
 انجد حسب اختبار المقارنة:؛    
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√ 
 

    
 
    

 
 

 

 
 
∑وبالتالي ستكوف السمسمة 

√ 
 

    
 
متباعدة, مف ناحية ثانية السمسمة المتناوبة     

∑
(  ) √ 

 

    
 
, وحدودىا  تسعى نحو   , حدىا العاـ يسعى نحو الصفر عندما    

 تتناقص بالقيمة المطمقة لأف:
√   
 

 (   )   
 

√ 
 

    
 

متقاربة تقارباً   ( )سمسمة , إذاً  التز تكوف متقاربةيبنوبالتالي احسب اختبار ل
 .شرطياً 
∑ىي السمسمة  ( )إف سمسمة القيـ المطمقة لمسمسمة  ( )    

 

 
 
لنقارف ىذه السمسمة ,    

∑مع السمسمة المتباعدة 
 

 
 
 انجد:    

   
   

      

   
   

∑بما أف السمسمة 
 

 
 
∑االسمسمة  متباعدة        

 

 
 
, أما متباعدة أيضاً     

∑السمسمة  (  )    
 

 
 
 ز )تأكد مف ذلؾ(.تبينمتقاربة حسب اختبار ل    

 شرطياً.متقاربة تقاربا ً   إذف السمسمة 
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 تمرقـات محؾوؾة

 ف:, حيث إ +  *الأولى لممتتالية  ةأوجد الحدود الأربع + *
                             

 ثـ أوجد الحد العاـ ليا.
  الحل:

 يكوف لدينا:        , امف أجؿ                          بما أف       
             
              
               
                                              

          اإف الحد العاـ لممتتالية المدروسة ىي:  
           (   )     و      , حيث +  *لتكف المتتالية  + *

 العاـ ليا.والمطموب أوجد الحدود الأربع الأولى منيا وكذلؾ الحد 
 الحل:

 نجد:   (   )     , ومف     لدينا 
                                       

                   
      ف الحد العاـ لممتتالية المدروسة ىو: : إوبالتالي يمكف القوؿ

 متباعدة. + (  )*أف المتتالية  أثبت حسب تعريؼ تقارب متتالية + *
  الحل:
. لنطبؽ تعريؼ  , ولتكف نيايتيا العدد الحقيقي نفرض جدلاً  أف النياية موجودة       

 تقارب متتالية:
|    |بحيث    , يوجد عدد     لكؿ   .    لكؿ    

, إذا       ف:اإ  (  )   بما أف الحد العاـ لممتتالية المدروسة ىو: 
 .زوجياً عددا ً   , إذا كاف     عدداً اردياً و   كاف 

|   |وبالتالي نحصؿ عمى:  ف , كما أوىي زوجية     , إذا كانت   
|    |   , اإذا وضعنا )ارضاً ( يةوىي ارد     , إذا كانت   

 

 
اإننا  

 سنحصؿ عمى تناقض لأف:
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  |  (  )|  |      (  )|  |   |  |  (  )|   
|   |  |(  )   |         

  بما أف 
 

 
    , اإف 

 

 
وىذا غير ممكف, مما يعني أنو لا يوجد عدد    

غير   (  )      , إذاً النياية: + (  )*حقيقي يصمح ليكوف نياية المتتالية 
 موجودة وبالتالي المتتالية المدروسة متباعدة.

مستفيداً مف النماذج الثلاثة الواردة اي قسـ النظري ومف بعض خواص المتتاليات,  + *
 التالية:احسب نياية المتتاليات 

( )  8
   

     
9      ( )  8

     

  
9 

  الحل:
 نجد:   , لنقسـ كلاً  مف البسط والمقاـ عمى ( )اي المتتالية        

   

     
 

 

      
         

   

   

     
    

   

 

      

 
   
   

 

   
   

      
   

 

  

 
 

   ( )
 

 

 
  

          , اإف:           , بما أف: ( )اي المتتالية 
  وبالتالي يكوف  

     

   
 

  , باستخداـ النموذج الثاني حيث   
 

 
 , لدينا:  

   
   

 

  
    

   
(
 

 
)
 

   
 , وبالتالي احسب مبرىنة الحصر حيث:         بالإضااة لذلؾ, لدينا: 

             
     

  
         (

 

 
)
 

 
      يكوف لدينا: 

     

     
  وأساسيا     ف سمسمة ىندسية حدىا الأوؿ كوّ  + *

 

 
 , ثـ أوجد مجموعيا.

 الحل:
 بالتعويض اي شكؿ السمسمة اليندسية:       

               
 نجد أف السمسمة اليندسية المطموبة ىي:           
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 أما مجموعيا ايو:
  

 

   
 

 

  
 

 

   

∑ادرس تقارب السمسمة:  + *
 (  ) 

  
 
 . ثـ احسب مجموعيا.   

  الحل:
   , وأساسيا    , حدىا الأوؿ السمسمة المعطاة سمسمة ىندسية

 

 
 :وبالتالي 

| |  
 

 
 , وبالتالي السمسمة متقاربة, ومجموعيا:  

  
 

   
 

 

  
 

 

 
 

 
 

, واستفد منو اي دراسة تقارب السمسمة: الجزئيةوجد الحد العاـ لمتتالية المجاميع أ + *
∑

 

 (   )
 
 , ثـ احسب مجموعيا.   

 الحل:
 إف الحد العاـ لمتتالية المجاميع الجزئية ىو:       

   
 

   
 

 

   
 

 

   
    

 

(   )(   )
 

 

 (   )
 

 
 

 
(  

 

 
)  

 

 
(
 

 
 

 

 
)  

 

 
(
 

 
 

 

 
)     

 

 
(

 

   
 

 

   
)

 
 

 
(
 

 
 

 

   
) 

 
 

 
[(  

 

 
)  (

 

 
 

 

 
)  (

 

 
 

 

 
)     (

 

   
 

 

   
)

 (
 

 
 

 

   
)] 

 
 

 
(  

 

 
 

 

 
 

 

   
 

 

   
 

 

   
) 

             :ومنو
 

 
.  

 

 
 

 

 
/  

  

  
 

           إذاً  السمسمة المعطاة متقاربة, مجموعيا يساوي 
  

  
. 

 حدد نوع السلاسؿ التالية, ثـ أوجد مجموعيا: + *
-1       

 

 
 .

 

 
/
 

  
-2     

 

 
 .

 

 
/
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 الحل:
   وأساسيا      , حدىا الأوؿ ( ىي سمسمة ىندسية1السمسمة اي )

 

 
 

| |وىي متقاربة لأف   | 
 

 
|  |

 

 
|  , وبالتالي مجموعيا ىو:  

   
 

   
 

 

  ( 
 

 
)
 

 

 
 
 وأساسيا   , حدىا الأوؿ ( ىي سمسمة ىندسية2أما السمسمة اي )

 
, وبما أف 

  
 

 
  , ومجموعيا: , االسمسمة متقاربة  

 

   
 

 

  .
 

 
/
      

 مف السلاسؿ التالية: ادرس تقارب كؿّْ  + *

( )  ∑   ,   (   )-

 

   

 ( )  ∑(   )   

 

   

 

( )  ∑        

 

   

 ( )  ∑   (   ) 
 

   

 

( )  ∑(   )    

 

   

 ( )  ∑(       ) 
 

   

 

 الحل:
 باستخداـ قاعدة لوبيتاؿ نجد: 1-

   
   

   

√ 
    

   

   

   √ 
     

   

√ 

 
     

   

 

√ 
   

 , بحيث يكوف: √    كبيرة بقدر كاؼٍ يتحقؽ:   لذا مف أجؿ 
   

   
√ 

   
 

∑, بما أف السمسمة             
, احسب اختبار المقارنة متقاربة    

 .( متقاربة أيضاً 1تكوف السمسمة المعطاة )
-(   )   ,  : نلاحظ أولاً  2-    ,(   )  (   )-  , 

∫باستخداـ اختبار التكامؿ 
  

(   )   (   )

 

 
       ,    (   )- 

     
(   ),     بما أف السمسمة التي حدىا العاـ  , متباعدة -(   )  
 .( متباعدة أيضاً 2االسمسمة حسب اختبار المقارنة المعطاة اي )

 ( ىػػػػػػػػػو:3بتطبيػػػػػػػػػؽ اختبػػػػػػػػػار الجػػػػػػػػػذر النػػػػػػػػػوني حيػػػػػػػػػث الحػػػػػػػػػد العػػػػػػػػػاـ لمسمسػػػػػػػػػمة اػػػػػػػػػي ) 3-
 نجد:    (   )     
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√  
     

   
√  (   ) 
 

    
   

,  (   ) -       
   

        
 ( متقاربة.3, االسمسمة اي )     وبما أف 

 نجد:            , حيث أف: بتطبيؽ اختبار الجذر النوني 4-
   
   

√  
     

   
(        )       

   
(        )    

, وبالتالي حسب اختبار كوشي تكوف السمسمة (                  )لأف
 ( متباعدة.4)

 بتطبيؽ اختبار الجذر النوني )كما اي المثاؿ السابؽ( نجد أف: 5-

   
   

6(
 

 
 

 

 
)
 

7

   

    
   

(
 

 
 

 

 
)  

 

 
   

 ( مقاربة.5السمسمة المعطاة اي )
      , ايكوف    (   )   : بما أف: اختبار النسبة نجدبتطبيؽ  6-

(   )   

(   ) 
  

       وبالتالي:
    

  
       

(   )    (   ) 

(   )    
        

   

   
   

 حسب اختبار النسبة. االسمسمة متقاربة      بما أف 
 ناوبةلدراسة تقارب السمسمة المت زتيبنىؿ يمكف تطبيؽ اختبار ل +  *

 

√   
 

 

√   
 

 

√   
 

 

√   
    

 

√   
 

 

√   
    

 الحل:
لحدود السمسمة لا نلاحظ أف الحد العاـ ينتيي إلى الصفر, لكف القيمة المطمقة 

 , امثلاً  تتناقص تماماً 

√   
 

 

√   
      

 

√   
 

 

√   
وبالتالي لا يمكف ىنا تطبيؽ    

 اختبار لايبنز.
∑: لتكف السمسمة +  * (  )   .

 

    
/
 

 
 والمطموب:    

 .ىف أنيا متقاربة تقارباً  مطمقاً بر  1-
 ., بأخذ الحدود الموجبة اقطادرس تقارب السمسمة الناتجة 2-
 ., بأخذ الحدود السالبة اقطادرس تقارب السمسمة الناتجة 3-

 الحل:
∑إف سمسمة القيـ المطمقة ليا:  1- .

 

    
/
 

 
 الجذر النوني, ولنطبؽ عمييا اختبار    



  
42 

 

  

   
   

√  
     

   
√.

 

    
/
  

    
   

 

    
 

 

 
   

 وبالتالي سمسمة القيـ المطمقة متقاربة.
 لنشكؿ سمسمة الحدود الموجبة لمسمسمة المعطاة: 2-

 

 
 (

 

 
)
 

 (
 

 
)
 

    (
    

    
)
    

    
 ولنطبؽ اختبار الجذر النوني لنجد:

   
   

√  
     

   
√(

    

    
)
     

    
   

√(
    

    
)
  

(
    

    
)

 

  

   
   

(
    

    
)
 

(
    

    
)
   

 
 

 
   

 

 
   

 السمسمة الناتجة متقاربة.

 (
 

 
)
 

 (
 

 
)
 

 (
  

  
)
 

    (
  

    
)
  

    
 لنشكؿ سمسمة الحدود السالبة لمسمسمة المعطاة:

( أي   ضربيا بػ )لمسيولة ندرس السمسمة التي نحصؿ عمييا مف السمسمة بعد 
. السمسمة

 

 
/
 

 .
 

 
/
 

 .
 

  
/
 

    .
  

    
/
  

وىي سمسمة ذات حدود     
موجبة تتقارب إذا واقط إذا تقاربت السمسمة الثانية المشكمة. بتطبيؽ اختبار الجذر النوني 

  √         نجد:
        .

  

    
/
 

 
 

 
   

 ف السمسمة متقاربة.أي إ
    (  )حدىا العاـ أثبت أف السمسمة التي  +  *

    
 .شرطياً متقاربة تقاربا ً  

  الحل:
, والقيمة المطمقة لحدود السمسمة التي ينتيي إلى الصفر   بما أف الحد العاـ        

, مف ناحية ثانية زتيبنالتالي ايي متقاربة حسب اختبار لتتناقص تماماً  وب   حدىا العاـ 
إلى الحد العاـ لمسمسمة    سمسمة القيـ المطمقة ليا متباعدة لأف نياية نسبة حدىا العاـ 

∑     
السمسمة متقاربة , إذا ً تساوي الواحد ايما مف نفس النوع    عندما     

 .شرطياً 
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 ؾوؾةتمرقـات غير مح

 اكتب الحد العاـ لممتتاليات التالية: (1)

-1  
 

 
 
 

 
  

 

  
 
 

  
   

-2     √  √    

-3   
√ 

 
 
 

 
     

-4             
 الأولى لممتتاليات التي حدىا العاـ معطى بالحالات التالية: ةاكتب الحدود الأربع (2)

 )      
 

 
(
       

       
)   

 )      ( 
 

 
)
   

 
 )                   

 )      
 

 (   )
 

 

  
 

  بيف نوع السمسمة:  (3)
  

 
 

  

 
 

  

  
 , ثـ أوجد مجموعيا.  

 ادرس تقارب السلاسؿ التالية: (4)

( )  ∑
 

    

 

   

 ( )  ∑         

 

   

 

( )  ∑
 

    

 

   

 ( )   ∑
   

 

 

   

 

( )  ∑
      

√    

 

   

 ( )  ∑
 

    

 

   

 

ذا كاف (+  *)الحد الأوؿ لممتتالية      نفرض أف  (5) لكؿ     √     , وا 
 متقاربة. +  *أثبت أف المتتالية     

 ادرس تقارب السلاسؿ المتناوبة التالية: (6)
 ) ∑

(  )    

    
 
             ) ∑ (  )     

    
 
     

 :أو شرطياً مطمقاً اربة تقاربا ً بيف ايما إذا كانت السلاسؿ التالية متق (7)

 )∑
    

  
 
       ) ∑ (  )  

   
  

      )  ∑ (  )    
 

 
 
     

 أوجد نياية متتالية المجاميع الجزئية لمسلاسؿ التالية وماذا تستنج: (8)
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 ) ∑
 

 (   )

 

   

    ) ∑(  )   

 

   

 
(9) 

 استخدـ اختبار المقارنة لدراسة تقارب السمسمتيف: 1.

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
    

  
 

 
 

 

 
 

 

 
                 

 تالية:استخدـ اختبار دالامبير لدراسة تقارب السلاسؿ ال 2.

 ) ∑
  

(   ) 

 

   

       ) ∑
     

   
 √ 

 

   

        ) ∑
  

       

 

   

 

 :ادرس تقارب السلاسؿ الآتية , مستخدماً  اختبار الجذر النوني 3.

 ) ∑ (
   

    
)
  

   

       ) ∑
 

  
.

 

   
/
   

   

 

 :ادرس تقارب السلاسؿ الآتية , مستخدماً  اختبار راب 4.

 ) ∑
(    ) 

(  ) 

 

   

 
 

    
         ) ∑

 

  
.
 

 
/
 

 

   

 

 :ؿ الآتية , مستخدماً  اختبار التكامؿادرس تقارب السلاس 5.

 

 (   )   
 

 

 (   )   
    

 

(   ),  (   )-   
            

 

         
 

 

         
    

 

(   )   (   )     (   )
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 ايتتلبعاةالمتتتتليال  وايسلاسل 
Sequences and Series of Function 

اي ىذا الفصؿ المتتاليات والسلاسؿ التي حدودىا توابع حقيقية لمتحوؿ  سندرس
 حقيقي واحد.

لما ليا مف تطبيقات إف ليذه المتتاليات والسلاسؿ التابعية دوراً رائداً اي الرياضيات 
القو  الصحيحة وسمسمتا تايمور وماؾ لوراف  سؿاورييو وسلا, وتعد سلاسؿ رياضية عديدة

 دراستو. اي أيضاً داً  لمطالب والباحث مف المواضيع الميمة ج
 :(                      )( الدتتاؾقات اؾتابعقة 1-1)

إف مفيوـ المتتالية التابعية يشابو كثيراً  مفيوـ المتتالية العددية, اإذا شكمنا بعلاقة 
ية ما مجموعة مف التوابع بحيث تكوف جميعيا معراة عمى المجاؿ الحقيقي رياض

مف محور الأعداد الحقيقية( بحيث يقابؿ كؿ عدد   و عمى )مجموعة أ -   ,  
 :, عندىا نقوؿ عف مجموعة التوابع   حيث   ( )  مف الشكؿا ً تابع    طبيعي 

  ( )   ( )     ( )   
   +( )  *أو اختصاراً  بالشكؿ 

إنيا تشكؿ متتالية تابعية غير  +( )  *أو   
 .بالحد العام ليذه المتتالية التابعية ( )  نسمي منتيية مف التوابع الحقيقة, 

قصد بذلؾ متتالية تابعية ا نأنمتتالية, ا +( )  *اي ىذا الفصؿ, عندما نقوؿ 
 لمتحوؿ حقيقي واحد مالـ يرد غير ذلؾ.

  (:1) مثال
 المتتاليات التالية ىي متتاليات تابعية:       

   : حدىا العاـ ىو ( )                   
      حدىا العاـ:   ( )                            

   
  

  
 
  

  
  

  

  
     (  ) 

   

  
 (  ) حدىا العاـ ىو: ( )         

   

  
 

 الدـتظم )اؾؼوي(:( اؾتؼارب اؾبسقط )اؾـؼطي( واؾتؼارب 2-1)

, وبفرض أف حدودىا معراة عمى المجاؿ المغمؽ +( )  *المتتالية التابعية  لتكف
, إذا كانت +(  )  *نحصؿ عمى المتتالية العددية:   مف    نقطة , بتثبيت -   ,  
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 ايمتقاربة  +( )  *, عندئذٍ نقوؿ عف متتالية التوابع متتالية العددية الأخيرة متقاربةال
ذا كانت المتتالية (  )أو اي النقطة    النقطة  متقاربة عند كؿ نقطة مف  +(  )  *, وا 
( عمى )أو نقطياً ا ً إنيا تتقارب تقارباً بسيط +( )  *, عندىا نقوؿ عف المتتالية  المجاؿ 
 نيا متباعدة.إعندئذٍ نقوؿ عنيا   متباعدة عمى  +( )  *. أما إذا كانت المتتالية  المجاؿ

, عندىا يكوف: مف أجؿ  متقاربة عمى المجاؿ  +( )  *لنفرض الآف أف المتتالية 
متقاربة مف عدد معيف نرمز لو عادة بػ  +(  )  *تكوف المتتالية العددية   مف    النقطة 
 :إف, أي (  ) 

   
   

  ( )   (  ) 
المجاؿ  والذي منطمق ( ) نحصؿ عمى التابع الحقيقي   المجاؿ    وعندما تمسح

, ونعبر +( )  *, ىذا التابع يمثؿ نياية المتتالية مجموعة جزئية منيا أو  ومستقره   
 عف ذلؾ بالعلاقة:

   
   

  ( )   ( ) 
 إلى  متقاربة عمى المجاؿ  +( )  *إف متتالية التوابع  :ونقوؿ اي ىذه الحالة

 .( ) التابع 
  (:2) مثال

+( )  *متتالية التوابع         تتقارب  ,   ,  المعراة عمى المجاؿ  +     * 
 المعرؼ بالشكؿ:  إلى التابع 

   
   

  ( )      
   

     2
          
            

 
 المعرؼ بالشكؿ:  مف التابع  ,   ,إذف المتتالية المفروضة تتقارب عمى المجاؿ 

 ( )  2
          
            

 
  (:3) مثال

+( )  *متتالية التوابع          2   
 

      .  
 

 
تتقارب عمى المجاؿ  3/

( ) مف التابع:  (    )  وذلؾ لأنو:    
   
   

 

  
    .  

 

 
/               (    ) 

 وبالتالي اإف:
   
   

  ( )            (    ) 
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 البسيط )النقطي(.التعريف الدقيق لمتقارب الآف  ستعرضلن
  عمى المجاؿ  (متقاربة تقارباً  بسيطاً )نقطياً إنيا  :+( )  *نقوؿ عف المتتالية 

 . إذا تحقؽ الشرط التالي:( ) مف التابع 
يمكف إيجاد عدد طبيعي   مف    نقطة, ومف أجؿ أي    مف أجؿ أي عدد 

 بحيث تتحقؽ المتراجحة: (معاً   و   تابعة لػ   )نقصد بذلؾ أف  (   )   
|  ( )   ( )|     , عندما    

 باختصار نكتب:
(         )     (   ) (       |  ( )   ( )|   ) 

  (:1) ملاحظة
لا يتمتع بالخواص التي       +( )  *الذي يمثؿ نياية المتتالية  ( ) التابع        

 .ملاحظةوالمثاؿ التالي يوضح ىذه ال   ( )     ( )   ( )  تتمتع بيا التوابع 
  (:4) مثال

( )  لتكف متتالية التوابع:         2
     

     
-  المعراة عمى المجاؿ 3  إف: ,    

   
   

  ( )     
   

     

     
 {

      | |   
        | |   

          | |   
 

أي نفس    و, منطمقحقيقياً مثؿ تابعا ً يطرؼ الأيمف مف المساواة الأخيرة إف ال
  الجزئية مف  +      *مجاؿ تعريؼ حدود المتتالية المدروسة, ومستقرة المجموعة 

 إذف متتالية التوابع المعطاة متقاربة ونيايتيا:

 ( )  {
        | |   
         | |   

            | |   
 

2لاحظ أف حدود المتتالية: 
     

     
 ( ) بينما نيايتيا  , ىي توابع مستمرة عمى  3

 . ىي تابع غير مستمر عمى 
 . المتقاربة نقطياً  خواص المتتاليات التابعية بعض الآن: ستعرضنس

, وبفرض أف المتتالية    ف عمى يف تابعيتيمتتاليت +( )  *و  +( )  *لتكف 
  عمى   التابع  إلىمتقاربة  +( )  *وكذلؾ   عمى   التابع  إلىمتقاربة  +( )  *

 عندئذٍ  يكوف لدينا:
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( )  *متتالية التوابع  1-  . عمى     متقاربة مف التابع  +( )   
 . عمى      , مف أجؿ كؿ   متقاربة مف التابع  +( )   *متتالية التوابع  2-
 . عمى     متقاربة مف التابع  +( )   ( )  *متتالية التوابع  3-

مباشرة مف تعريؼ التقارب البسيط أو )النقطي(  إف برىاف الخاصة السابقة ينتج
 وخواص المتتاليات العددية.

 التي تتمتع بيا خواصبال تتمتع نيايتياالتي  المتقاربة بالمتتالياتلاحقا ً  سنيتـ
خفؼ القيود المفروضة  ن لؾذ, والاشتقاؽ( مف أجؿ )كالاستمرار المتتالية نفسيا: حدود

  أف يكوف العدد الطبيعي  اي التعريؼ السابؽ حيث اشترطنا ,سابؽريؼ الاي التع
اقط   )مرتبطاً ( بػ   إذا كاف العدد الطبيعي  بنفس الوقت.    و بػ   بػ ا ً مرتبط

  عمى المجاؿ  بانتظاـ متقاربة +( )  *ف متتالية التوابع إ :نقوؿ اإننا(  عف   ً )مستقلا
 لذلؾ بػ ونرمز عادة ( ) مف التابع 

 
  ( )  

 
 ( ) 

 :( اؾتؼارب الدـتظم ؾؾؿتتاؾقات3-1)

 (                                ) 
أو     مجموعة والتي حدودىا توابع معراة عمى  +( )  *نقوؿ عف المتتالية 

عمى  ( ) التابع  إلىبانتظاـ  ةتقاربمإنيا  : مف  -   ,  مغمؽ عمى مجاؿ 
 إذا تحقؽ الشرط: -   ,أو عمى المجاؿ   المجموعة 

  (       )       ( )  (        |  ( )   ( )|   ) 
 .ةلاحظ الفرؽ بيف مفيوـ التقارب المنتظـ والتقارب البسيط لمتتالية تابعي

  (:5) مثال
+  * ادرس التقارب المنتظـ لمتتالية التوابع:         2

  

 
 -   ,  عمى المجاؿ  3

  الحل:
  نلاحظ أولاً  أف:       

 ( )     
   

  ( )     
   

  

 
            ,   - 

( ) مف التابع   المتتالية المعطاة متقاربة نقطياً عمى  أي إف , لنبرىف الآف   
 أف ىذا التقارب منتظـ.

 التي تحقؽ المتراجحة: ( ) , ولنبحث عف قيـ عدداً  مفروضاً     ليكف 
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|  ( )   ( )|    
 لذلؾ ننطمؽ مف الفرؽ:

|  ( )   ( )|        |
  

 
  |     

  

 
          ,   - 
  , يكوف  مف   لكف مف أجؿ قيـ 

 
 

 

 
 , اإذا وضعنا 

 
  يكوف    

 

 
 ,

  وباختيار 
 

 
اقط كما أف المتراجحة ,  ىو عدد طبيعي متعمؽ بػ   نجد أف العدد  

|  ( )   ( )|  .   محققة مف أجؿ جميع قيـ    
  (:6) مثال

+( )  *ف المتتالية: أأثبت          2   
 

 
-اي المجاؿ  3 , ليست متقاربة ,    

 . بانتظاـ عمى المجاؿ 
 الحل : 
 , اإف:   أنو ميما تكوف  نلاحظ: التقارب النقطي       

 ( )     
   

  ( )     
   

   
 

 
   

( ) ف متتالية التوابع المدروسة تتقارب نقطياً مف التابع إأي  ,  اي المجاؿ    
  النقطة  لنختار

 

 
 , بحيث يكوف:  

  .
 

 
  /     

 

 
  

 
    

 

 
   

  لنأخذ 
 

 
 , اإنو يستحيؿ تحقؽ المتراجحة:كبيراً   , نلاحظ أنو ميما كاف العدد 

|  ( )   ( )|  |   
 

 
  |            

  لأنو اي النقطة 
 

 
   |, نلاحظ أف:     

 
 
  

 
  |    

 

 
 .كفموىذا غير م 

( )  مف التابعالتوابع المعطاة لا تتقارب بانتظاـ  متتاليةإذف   . اي المجاؿ    
 ينتج مف التعريؼ السابؽ ما يمي:

 (:1) نتيجة
 ( ) إلى     متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ  +( )  *إذا كانت متتالية التوابع  1-

اي , إلا أف العكس ليس صحيحاً   عمى المجاؿ  ( )  إلى نقطيا ً  يا تكوف متقاربةاإن
 )المثاؿ الأخير يوضح ذلؾ(. الحالة العامة
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, اإنيا ستكوف    متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ  +( )  *إذا كانت متتالية التوابع  2-
, إلا أف العكس ليس صحيحاً  (   )  مف   متقاربة بانتظاـ عمى أي مجاؿ جزئي 

 اي الحالة العامة.
( ) ) ( )  تفيدنا اي دراسة استمرار التابع المبرىنة التالية عمى  (( )         

 . مف   المجاؿ 
  (:1) مبرىنة
, ولنفرض أف    متتالية حدودىا معراة ومستمرة عمى المجاؿ  +( )  *لتكف        

 ( ) التابع يكوف , عندئذٍ  اي المجاؿ  ( ) ىذه المتتالية متقاربة بانتظاـ مف التابع 
 . مستمراً  عمى المجاؿ 

  البرىان:
,  عمى المجاؿ  ( ) متقاربة بانتظاـ مف التابع  +( )  *ف متتالية التوابع أبما        
يوجد عدد طبيعي     مف أجؿ  أنو يعني )حسب تعريؼ التقارب المنتظـ( اإف ذلؾ
( )  |              ( )   بحيث يكوف: ( )متعمؽ بػ  ( )    ( )|  

 

 
 

مف أجؿ  اإنو        , مف أجؿ  مستمرة عمى المجاؿ  ( )  بما أف التوابع 
   التابع يكوف  ( )    

ريؼ كوشي )حسب تع  عمى المجاؿ ا ً مستمر  ( )
 , امف أجؿ العدد     إذا كانت  , وبالتاليللاستمرار(

 
نستطيع إيجاد العدد ,   

   | بحيث يكوف:    
( )     

(  )|  
 

 
 |    |  مف أجؿ  

   |وكذلؾ: 
( )   (  )|  

 

 
,   مستمر اي النقطة  ( ) نبيف أف التابع ول 

|    |و     نلاحظ مف أجؿ أي   , يكوف لدينا:  
| ( )   (  )|  | ( )     

( )     
( )     

(  )     
(  )   (  )|   

| ( )     
( )|  |   

( )     
(  )|  |   

(  )   (  )|  
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 , بحيث:   يوجد عدد     مف أجؿ أي عدد موجب  أي
|    |                 | ( )   (  )|    

 . عمى المجاؿ    مستمر اي النقطة  ( ) وىذا بدوره يعني أف التابع 
اي جميع ا ً مستمر  ( ) كوف ي, إذف  اختيارية مف المجاؿ    ف النقطة أوبما 
 . نقاط المجاؿ 
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  (:2) نتيجة
ذا تقاربت    متتالية مف التوابع المستمرة عمى المجاؿ  +( )  *ذا كانت إ        , وا 

مف  +( )  *, عندئذٍ تقارب المتتالية  غير المستمر عمى   ىذه المتتالية مف التابع 
 .   , وذلؾ ميما يكف  لا يكوف منتظماً  عمى   التابع 
 .-   ,  عمى المجاؿ  +  *ادرس التقارب المنتظـ لممتتالية:  (:7) مثال

 :إف الحل:
 ( )     

   
  ( )     

   
   2

              
                     

 
إف التابع السابؽ الذي يمثؿ نياية متتالية التوابع المفروضة غير مستمر عمى 

, وبالتالي حسب النتيجة السابقة المتتالية المدروسة لا تتقارب بانتظاـ مف التابع  المجاؿ 
 . عمى المجاؿ  ( ) 

 (:2) ملاحظة
وكانت ىذه ,    ة عمى المجاؿ متتالية مف التوابع المستمر  +( )  *إذا كانت 

منتظماً   ىذا التقاربقد يكوف , عندئذٍ  عمى  ( ) مف التابع المستمر  ةتقاربمالمتتالية 
 وقد لا يكوف.

 ( اختبارات اؾتؼارب الدـتظم لدتتاؾقات اؾتوابع:4-1)

 (                               ) 
 (             ) )مبرىنة كوشي( (:2) مبرىنة
    اي المجاؿ  +( )  *الشرط اللازـ والكااي لمتقارب المنتظـ لمتتالية التوابع        

 ىو أف يتحقؽ الشرط:  عمى   مف التابع 
ط انقالبحيث مف أجؿ جميع   يمكف إيجاد عدد طبيعي     مف أجؿ أي عدد 

 تتحقؽ المتراجحة:    
( )  |  إذا كانت                 ( )|            ( ) 

  البرىان:
,   المجاؿ  عمى  التابع  إلىتتقارب بانتظاـ  +( )  *نفرض أولاً  أف المتتالية        

 النقاطجميع  بحيث مف أجؿ  يوجد عدد طبيعي     وىذا يعني أنو مف أجؿ أي 
 يكوف لدينا:    
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|  ( )   ( )|  
 

 
     مف أجؿ 
|  ( )   ( )|  

 

 
     مف أجؿ 

 يكوف:  مف    النقاطتنتج مما سبؽ أنو مف أجؿ جميع نس
|  ( )    ( )|  |  ( )   ( )|  | ( )    ( )|  

 

 
 

 

 
   

 .            وذلؾ إذا كاف 
عمى المجاؿ   التابع  إلىتتقارب بانتظاـ  +( )  *لنبرىف الآف أف متتالية التوابع 

, مف (1بحيث تتحقؽ المتراجحة )  , يوجد عدد طبيعي    مف أجؿ أي عدد ,  
نطبؽ و   ت النقطة ثبنولنبرىف عمى أف المتتالية متقاربة بانتظاـ, ل  مف   أجؿ جميع 

, يمزـ ويكفي أف تكوف متقاربة +  *تكوف متتالية الأعداد الحقيقية  )كيالمبرىنة التالية: 
 ( )        , مف ىذا نجد أف +( )  *عمى المتتالية , (متتالية كوشي +  *

( )        ضع لن.  مف   موجودة حيث   لننظر اي, و   مف   , حيث ( )  
 التالية: +  *المتتالية 

   |  ( )    ( )|               

   , اإف المتتالية   إلىتسعى   عندما  ( ) تتقارب إلى  +( )  *بما أف 
( )  |تتقارب إلى   مف أجؿ     , وبما أف   تسعى نحو   , عندما |( )  

, وىذا يعني            مف ذلؾ أف  نتج( ي1, وذلؾ حسب المتراجحة )    
( )  |أف    ( )| وىذا يبيف أف متتالية التوابع     و     , إذا كاف   

  عمى المجاؿ   تتقارب بانتظاـ مف التابع  +( )  *
 (                  ) (: اختبار فاير شتراس3) مبرىنة

    تقارباً منتظماً عمى المجاؿ  +( )  * والكااي لتقارب المتتاليةالشرط اللازـ 
 :, حيث+  *ىو أف تكوف المتتالية العددية   مف التابع 

         |  ( )  متقاربة مف الصفر.         |( )  
 البرىان:
.  عمى  ( ) متقاربة بانتظاـ مف التابع  +( )  *لدينا المتتالية  لزوم الشرط:      

 عندئذٍ  يكوف لدينا بحسب تعريؼ التقارب المنتظـ لممتتاليات التابعية ما يمي:
           ( )           ( )  |  ( )   ( )|          
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( ) , لأف يكوف مف أجؿ كؿ بدوره وىذا يؤدي        لدينا:   
   
   

|  ( )   ( )|       
( )  |         اإذا وضعنا الآف:          ( )| , لأصبح لدينا ( )      
 ما يمي:

           ( )           ( )  |  |        
 أي أف:, ىي متتالية صفرية +  *وىذا يعني أف المتتالية العددية       

 والذي يؤدي بالتالي أف يكوف:           
   
   

   
   

|  ( )   ( )|    
 محققة لمعلاقة: +( )  *لدينا مف الفرض المتتالية  كفاية الشرط:      

            |  ( )   ( )| , +  *, ىذا يعني لأف المتتالية العددية   
, وبحسب تعريؼ نياية متتالية عددية ىي متتالية صفرية( 1والمعطاة مف خلاؿ العلاقة )

 بحيث يكوف:    يوجد     يكوف لدينا: مف أجؿ كؿ 
 |   

   
|  ( )   ( )|   |    

( ) والتي ينتج عنو أنو مف أجؿ كؿ   يكوف:   
   
   

|  ( )   ( )|                  
 عمى  ( ) بانتظاـ مف التابع متقاربة  +( )  *وىذا يعني أف متتالية التوابع 

  (:8) مثال
+( )  *ادرس التقارب المنتظـ لممتتالية التابعية          2

   

    
عمى المجاؿ  3

  ,   -  
  الحل:

   الحد العاـ ليذه المتتالية التابعية ىو:        
   

    
  :, وبالتالي

 ( )     
   

  ( )     
   

   

    
 

  

 
   

 وحسب اختبار ااير شتراس لدينا:
|  ( )   ( )|  |

   

    
  |  |

  

    
|  

 

    
 

 ومنو:
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  ,   -

|  ( )   ( )|     
  ,   -

 

    
 

 

   
 

    )لحساب 
 

    
الموجودة اي   , )أكبر قيمة لمكسر(, نحصؿ عميو بإعطاء 

الموجودة اي المقاـ أصغر قيمة اي   , وبإعطاء -   ,البسط أكبر قيمة اي المجاؿ 
 (-   ,المجاؿ 

               وبملاحظة أف: 
 

   
, نستنتج أف المتتالية المعطاة  

 , وذلؾ حسب اختبار ااير شتراس.  متقاربة تقارباً  منتظماً  عمى المجاؿ 
 ( بعض خواص ؿتتاؾقات اؾتوابع الدتؼاربة باـتظام:5-1)

                                                     

             
-   ,  ليكف المجاؿ  ذا كانت    ف يمتتاليت +( )  * +( )  *, وا 

 حقيقيف ثابتيف     , وبفرض  عمى الترتيب عمى     ف بانتظاـ مف التابعيف يمتقاربت
 عندئذٍ يتحقؽ ما يمي:

( )   *متتالية التوابع  1- مف التابع   تتقارب بانتظاـ عمى المجاؿ  +( )    
  ( )  تكتب ىذه الخاصة بالشكؿ:   , وباستخداـ رمز التقارب المنتظـ( )   

 , اإف:    و      إذا كانت 
(       )  (     )             

أما إذا كاف ,           , اإننا:     , إذا كاف خاص وبشكؿ
           اإننا نجد:         

وىذا يعني أف نياية حاصؿ جمع )أو طرح( متتاليتيف متقاربتيف بانتظاـ عمى 
 يساوي حاصؿ جمع )أو طرح( نيايتي المتتاليتيف المفروضتيف.  المجاؿ 

وىذا يعني أف نياية جداء عدد ,         , اإننا نجد:    أما إذا كاف 
يساوي جداء ىذا العدد الثابت بنياية المتتالية   ثابت بمتتالية متقاربة بانتظاـ عمى 

 المدروسة.
محدودة عمى المجاؿ  +( )  *و  +( )  *نفرض أف كلاً  مف المتتاليتيف التابعيتيف  2-
    تكوف متقاربة بانتظاـ مف التابع  +( )   ( )  *ية المتتالية التابع تكوفعندئذ ٍ   

 .  عمى المجاؿ 
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ذا كانت  ,متقاربة +  *إذا كانت المتتالية العددية  3- بحيث متتالية تابعية  +( )  *وا 
( )   يكوف تتقارب بانتظاـ  +( )  *, عندئذٍ متتالية التوابع  مف   لكؿ     

 . عمى المجاؿ 
  (:3) ملاحظة
كلاً  مف المتتاليتيف  ي الخاصة السابقة يجب أف يشمؿإف شرط المحدودية الوارد ا       

, اإذا كانت إحد  المتتاليتيف السابقتيف محدودة مع تحقؽ شرط +( )  *و  +( )  *
ىما لا يتقارب بانتظاـ مف تابع الجداء لتابعي ءب المنتظـ لكؿ منيما انجد أف جداالتقار 

 تالي يوضح ىذه الملاحظة:النياية. والمثاؿ ال
  (:9) مثال

+( )  *لتكف          2
    

 
3        *  ( )+  2

 

 
3        

 .+( )   ( )  *المطموب ادرس التقارب المنتظـ لممتتالية 
  الحل:

( ) متقاربة بانتظاـ مف التابع  +( )  *المتتالية         , وكذلؾ المتتالية  عمى    
( ) متقاربة بانتظاـ مف التابع الصفري  +( )  * , مف ناحية ثانية  عمى    
 . غير محدودة عمى  +( )  *, اي حيف أف المتتالية محدودة عمى  +( )  *المتتالية 

,  مف   . مف أجؿ كؿ +( )   ( )  *لندرس الآف التقارب المنتظـ لممتتالية 
( )(     )       لدينا:        

    

 . عمى       ف إأي ,     
عدد معطى. ولنفرض جدلاً  وجود      يكف, لذا التقارب غير منتظـإلا أف ى

مف  +( )   ( )  *بحيث يكوف شرط التقارب المنتظـ لمتتالية التوابع  ( )   
( )  أي عددمف أجؿ  عندئذ ٍ محققاً    عمى   التابع الصفري  , ومف أجؿ   

 :يكوف | |  
|(     )( )  (   )( )|  |

    

  
|  

    

  
 

 | |

 
   
   نجد أفومنو 

 | |

 
 . وبما أفمعاً     المقدار الأخير متعمؽ بػ أف . 

, لكنيا اي الحقيقة والتي ارضنا وجودىا سابقاً  ( )   أف  يعني اإف ذلؾ, | |  
لا  +( )   ( )  *, وبالتالي اإف متتالية التوابع | |  غير موجودة مف أجؿ قيـ 
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لا  +( )  ( )  *, إذاً  المتتالية | |   مف أجؿنتظاـ مف التابع الصفري اب تتقارب
 . نتظاـ عمى اتتقارب ب

الخاصة التالية تبيف لنا أف التقارب المنتظـ يسمح بالمبادلة بيف رمزي التكامؿ 
 والنياية:
 (:4) مبرىنة

, -   ,    متتالية مف التوابع المستمرة عمى المجاؿ  +( )  *لتكف 
  ً قابلا  , يكوف التابع عندئذٍ   التابع  إلى  ولنفرض أنيا متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ 

 :العلاقةتحقؽ تو   لممكاممة عمى المجاؿ 

   
   

∫   ( )  
 

 

 ∫    
   

  ( )
 

 

   ∫  ( )
 

 

     ( )  

 البرىان:
ايو قابؿ لممكاممة (( ٔ)حسب المبرىنة ),  مستمر عمى المجاؿ   بما أف التابع 
 . عمى نفس المجاؿ 

 . ( )لنبرىف إذاً  عمى صحة المساواة 
 النقاطتحقؽ مف أجؿ جميع تبحيث   يوجد عدد طبيعي     مف أجؿ أي 

( )  | المتراجحة: -   ,       ( )|  
 

   
, ومنو    , وذلؾ مف أجؿ 

 :   يكوف مف أجؿ 

|∫   ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

|  |∫ ,  ( )   ( )-
 

 

  |

 ∫ |  ( )   ( )|
 

 

   

 
 

   
∫   

 

 

           
 . ( )صحة المساواة  وىذا ما يبرىف

  (:4) ملاحظة
ليس منتظماً اإف المساواة    عمى  مف التابع  +( )  *إذا كاف تقارب المتتالية        
, إف التقارب المنتظـ . بكلاـ آخراي الحالة العامة تياصح تفقداي المبرىنة السابقة   ( )
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أي   ( )ىو شرط كاؼٍ وغير لازـ مف أجؿ تحقيؽ المساواة   مف  +( )  *لممتتالية 
 المثاؿ التالي يوضح ىذه الملاحظة: تكوف نياية تكامؿ تساوي تكامؿ النياية. كي

  (:10) مثال
+( )  * المتتالية التابعية:لتكف          2

  

      
والتي حدودىا توابع معراة  3

  :: ىؿ تتحقؽ العلاقةسؤاؿ, وال-   ,ومستمرة عمى المجاؿ 

   
   

∫   ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

   ( ) 
 .-   ,  نتظاـ عمى المجاؿ اغير متقاربة ب ذكورةثـ أثبت أف المتتالية الم

 الحل:
( )   والتي حدىا العاـ ىو: إف متتالية التوابع المعطاة  

  

معراة        
( )  إلىومتقاربة   ومستمرة عمى المجاؿ      

 ( )     
   

  

      
   

 لدينا: مف ناحية ثانية

   
   

∫   ( )  
 

 

    
   

∫
  

      
  

 

 

  

    
   

[
 

  
  (      )]

 

 

    
   

  (    )

  
   

∫: أفكما   ( )  
 

 
 ∫    

 

 
 محققة. ( )العلاقة  وبالتالي اإف   

2لنبيف الآف أف المتتالية 
  

عمى المجاؿ   التابع  إلىنتظاـ اليست متقاربة ب 3      
  يوجد ,   مف أجؿ أي عدد طبيعي  -   ,  

 

 
 بحيث يكوف:  مف  

|  ( )   ( )|  
  

 

 

     
 

 

 
 

 
 

( )  |-   ,         ومنو:   ( )|  
 

 
                

نتظاـ امتقاربة ب ليست كورةذيرشتراس, أف المتتالية الموىذا يعني حسب اختبار اا
 .-   ,عمى المجاؿ   مف التابع 

تاليات التابعية يسمح بالمبادلة بيف تتبيف لنا أف التقارب المنتظـ لمم الخاصة التالية
 رمزي الاشتقاؽ والنياية.
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  (:5) مبرىنة
 إلى -   ,  عمى المجاؿ نقطيا ً متقاربة  +( )  *ف المتتالية التابعية أنفرض        
  مشتقات  ( )  ف لمتوابع أ , ولنفرض أيضاً  التابع 

مستمرة ومحدودة عمى  ( ) 
ذا كانت المتتالية  المجاؿ    *, وا 

  , عندئذٍ  يكوف التابع  متقاربة بانتظاـ عمى  +( ) 
 بالعلاقة:   مشتؽ الويحسب   قابلاً  للاشتقاؽ عمى المجاؿ 

  ( )  
 

  
   
   

  ( )     
   

 

  
  ( )     

   
  

 ( ) 
 البرىان:

  *ىو تابع النياية لمتتالية التوابع   ف ألنفرض 
 عندئذ ٍ  , عمى المجاؿ  +( ) 

ف نكتب مف أجؿ أ, وبالتالي يمكننا   تابعاً قابلاً  لممكاممة عمى المجاؿ  يكوف 
     : 

∫  ( )  
 

 

 ∫    
   

  
 ( )   

 

 

    
   

∫   
 ( )  

 

 

    
   

(  ( )    ( )) 

,  عمى المجاؿ   متقاربة مف التابع  +( )  *مف ناحية ثانية بما أف المتتالية 
 ايكوف:

   
   

  ( )   ( )          
   

  ( )   ( ) 
 وبالتالي يكوف:

∫  ( )  
 

 

  ( )   ( ) 

قابؿ   اإف التابع  , ومف ثـ ىو تابع أصمي لمتابع   وىذا يعني أف التابع 
 بحيث يكوف:   للاشتقاؽ عمى 

  ( )   ( )              

 :ماً ائيتحقؽ د    وىذا يعني أنو مف أجؿ كؿ 
.   
   

  ( )/
 

   ( )     
   

  
 ( )            

  (:11) مثال
+( )  *: لتكف المتتالية التابعية         2

 

 
     و  3        

, الب التحقؽ مف ذلؾ()وتترؾ لمط  إف المتتالية المفروضة متقاربة بانتظاـ عمى 
 ايما إذا كانت المساواة التالية صحيحة: التحقؽالمطموب 
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.   
   

  ( )/
 

    
   

  
 ( ) 

  الحل:
( ) مف التابع نقطيا ً   المتتالية المفروضة متقاربة اي          لأف:   

   
   

  ( )     
   

 

 
           

 ومنو يكوف لدينا:
.   
   

  ( )/
 

   
    لنحسب نياية المشتؽ اي النقطة 

*  ( )+  {
 

 
        }         

 ( )  
 

 
 
     

     
 

    

     
 

 وبالتالي
  

 ( )  
 

 
          

   
  

 ( )  
 

 
 

 :إذاً 
.   

 
  ( )/

 

      
   

  
 ( )  

 

 
 

إذاً المساواة غير صحيحة, والسبب اي ذلؾ يعود إلى عدـ التقارب المنتظـ لمتتالية 
+( )  *المشتقات 
 . 

  (:3) ملاحظة
ىو أحد الشروط اللازمة اي المبرىنة  +( )  *ف التقارب المنتظـ لممتتالية إ       

 للاشتقاؽ.  ً لمتتالية السابقة قابلاانياية  تابعال السابقة ولكنو غير كاؼٍ  لجعؿ
 .مفيوم متتالية التوابع المحدودة والمحدودة بانتظامف نقدـ الآ

, نقوؿ عف ىذه    متتالية تابعية معراة عمى المجاؿ  +( )  *لتكف  تعريف:
 نيا:إالمتتالية 

عدد حقيقي موجب وليكف     مف أجؿ كؿ  وجد ,, إذا واقط إذا محدودة عمى  1-
|( )  |, بحيث يكوف:    (    )               . 

(    )أي   , إذا واقط إذا وجد عدد حقيقي موجب وليكف  محدودة بانتظاـ عمى  2-
 بحيث يكوف:    وعدد 

          |  ( )|              
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 : (12) مثال
 :معرؼ بالعلاقةوالتي حدىا العاـ  +( )  *لتكف متتالية التوابع        

  ( )  {

          | |     
                    

             
 

 

 

بأخذ  ,نجد    , وذلؾ لأنو مف أجؿ كؿ  عمى  إف ىذه المتتالية محدودة
      : 

|  ( )|                    
بحيث      العدد لأنو لا يمكف إيجاد : ولكنيا ليست محدودة بانتظاـ عمى 

 يكوف:
|  ( )|                          

  (:4) ملاحظة
, لكف ىذا الاقتضاء غير تكوف محدودة متقاربة +  *ف كؿ متتالية عددية أنعمـ        

تكوف كؿ متتالية تابعية ف أيات التابعية, اميس مف الضروري صحيح بشكؿ عاـ اي المتتال
 انتظاـ اي ىذه الحالة(.ب, محدودة )وبالطبع ليست محدودة و متقاربة بانتظاـأمتقاربة 

افظ عمى خاصية تبين المبرىنة التالية أن التقارب المنتظم لمتتاليات التوابع تح
 .المحدودية

  (:6) مبرىنة
ذا كانت    مجاؿ بانتظاـ عمى  متتالية تابعية محدودة +( )  *بفرض         , وا 

 ا ً محدود  , عندئذٍ يكوف التابع  عمى   التابع الحقيقي  إلىىذه المتتالية متقاربة بانتظاـ 
 . عمى 

  البرىان:
 يتحقؽ لدينا:  مف    كؿل       

| ( )|  | ( )    ( )    ( )|  |  ( )   ( )|  |  ( )| 
( )  عدداً  معطى يوجد عدد     ليكف   :   بحيث يكوف لكؿ    

      ( )      |  ( )   ( )|    
, ايذا يعني أنو يوجد عدد حقيقي  بانتظاـ عمى  ةوبما أف المتتالية التابعية محدود

( )  وعدد     موجب وليكف   : مف   عندئذٍ يكوف لكؿ ,   
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       ( )      |  ( )|    
( ) وبأخذ  , يكوف لدينا مف أجؿ جميع قيـ  +( )   ( )  *    

 ( )    
| ( )|                   

 . عمى المجاؿ  محدود  وىذا يعني أف التابع 
 (: 5) ملاحظة
لممحدودية إف شرط التقارب المنتظـ اي المبرىنتيف السابقتيف ىو شرط كاؼ        

, اعمى سبيؿ المثاؿ المتتالية: لمحدودية المنتظمة لتابع النياية, لكنو غير لازـوا
*  ( )+ ىي متقاربة و  ىي متتالية محدودة عمى المجاؿ السابؽ -   ,  , حيث    

 .منتظماً  ليس, إلا أف تقاربيا -   ,تابع محدود عمى المجاؿ  إلى أيضاً 
لتقارب المنتظـ لمتتالية تابعية يحااظ عمى خاصية , تبيف لنا أف االمبرىنة التالية

 الاضطراد.
  (:7) مبرىنة
, إذا كانت ىذه    متتالية تابعية مضطردة عمى المجاؿ  +( )  * لتكف       

مضطرداً  عمى   , عندئذٍ يكوف التابع  عمى   المتتالية متقاربة بانتظاـ مف التابع 
 . المجاؿ 
 البرىان:

مف نقطتاف      بفرض أف, و  متزايدة عمى المجاؿ  +( )  *نفرض أف المتتالية 
( )  , عندئذٍ يكوف:     وأف   عدداً      وليكف ,    , لكؿ  ( )   

( ) , عندئذٍ  يوجد معطى ( ) لكؿ  يكوفبحيث      المتراجحة التالية محققة:   
|  ( )   ( )|  

 

 
 

, وحسب خاصية التزايد لتوابع    حيث  +( )  *مف تقارب المتتالية العددية 
 متتالية التوابع المفروضة يكوف لدينا:

|  ( )    ( )|  
 

 
               

 :امف ناحية أخر  لدين
| ( )   ( )|  | ( )    ( )    ( )    ( )    ( )   ( )|   
                            |  ( )   ( )|  |  ( )    ( )|  |  ( )   ( )| 
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 وبالتالي يكوف لدينا:
| ( )   ( )|  

 

 
 

 

 
 

 

 
   

 عدد صغير بالقدر الذي نرغبو , ينتج مف ذلؾ أف:  وبما أف 
 ( )   ( )           

متتالية  +( )  *وبنفس الطريقة السابقة يمكف الإثبات اي حالة متتالية التوابع 
 لتوابع متناقصة.

 قة وؿـطؼة تؼاربفا:( اؾسلادل اؾتابع6-1)

(                                            ) 
 :, لتكفة العددية نعرؼ السمسمة التابعية, كما عرانا السمسمتماماً 

  ( )   ( )     ( )   
, نسمي  مف   جزئية , والتي حدودىا توابع معراة عمى مجموعة متتالية توابع حقيقية

 العبارة التالية:
  ( )    ( )       ( )               

∑أو اختصاراً  بالشكؿ     ( )
 
 بسمسمة توابع حقيقية أو اختصاراً  بسمسمة تابعية.    

 .   بالحد العاـ ليا أو )الحد النوني( , حيث  ( )  نسمي عادة 
 :   المتتالية التابعية المعراة عمى  ً امثلا

 
 .

 

 
/
 

   .
 

 
/
 

سمسمة ال يقابميا    
 :التابعية

 

 
 .

 

 
/
 

    .
 

 
/
 

   ∑.
 

 
/
 

 

   

 

  (:13مثال )
 السلاسؿ التالية , ىي سلاسؿ تابعية:       

-1            
  

   
  

      
  

           
-2      (   )   (   )    (   )         (   )        
-3      

 
 

     

   
     

      
     

                    
∑و تباعد السمسمة التابعية: ألدراسة تقارب    ( )

 
عد ندرس تقارب أو تبا    

 وتعرؼ بالشكؿ: +( )  *, والتي نرمز ليا عادة بػ متتالية المجاميع الجزئية ليا
∑لتكف السمسمة التابعية:     ( )

 
ذا كاف:     , وا 
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  ( )    ( ) 
  ( )    ( )    ( ) 
  ( )    ( )    ( )    ( ) 

 
 
 
 

  ( )    ( )    ( )         ( )  ∑   ( )
 
              

∑ بالمجموع الجزئي النوني لمسمسمة التابعية ( )  عادة نسمي    ( )
 
    

∑ف السمسمة التابعية إ :, عندما نقوؿ مف   لتكف النقطة    ( )
 
 ايمتقاربة     

∑إف متتالية المجاميع الجزئية ليا  :يكاائ قولنااإف ذلؾ   النقطة    
 
 ايمتقاربة     

ف إ قولنا متقاربة ويكاائ +( )  *ف المتتالية العددية إ :القوؿ كما أف, أيضاً   النقطة 
∑السمسمة العددية    ( )

 
 .أيضاً متقاربة     

  لمسمسمة التابعية  +( )  *بالعودة إلى متتالية المجاميع الجزئية∑   ( )
 
نقوؿ     

منطقة )مجاؿ( معينة إذا كانت ىذه المتتالية  ايإنيا متقاربة  :عف ىذه المتتالية
 مف ىذه المنطقة.   لػ متقاربة لمتتالية عددية لأجؿ كؿ قيمة

ذا كانػػػػت المتتاليػػػػة  مػػػػف منطقػػػػة   متقاربػػػػة مػػػػف أجػػػػؿ كػػػػؿ قيمػػػػة عدديػػػػة لػػػػػ  +  *وا 
المػأخوذة   ة نقطػإف قيمة ىذه النياية تتعمػؽ بالا, عددية مف نياية معينة ب, كمتتاليةر االتق

, نيايػػػة +( )  *ف لمتتاليػػػة المجػػػاميع الجزئيػػػة إ :, ليػػػذا يمكننػػػا القػػػوؿالتقػػػاربمػػػف منطقػػػة 
 , أي: وىي عبارة عف تابع لػ  ( ) عادة بػ  النياية نرمز ليذهو 

   
   

  ( )   ( ) 
بالتابع الحدي لمتتالية المجاميع  ( ) بعض المراجع الأجنبية, يسمي التابع 

 .+( )  *الجزئية 
∑إذا كانت السمسمة التابعية    ( )

 
, اإننا نسمي  مف   متقاربة عند النقطة     

 ليذه السمسمة. بنقطة تباعدذلؾ ندعوىا ل خلااا ً , ىذه السمسمة بنقطة تقارب  
منطقة )أو مجال( بػ  جميعيا تقارب السمسمة التابعية السابقةط انق نسمي مجموعة

. ونقوؿ عف السمسمة    , لاحظ أف  ونرمز ليذه المنطقة بػ  تقارب السمسمة
∑   ( )

 
, إذا كانت جميع نقاط ىذه (   )أو اي     إنيا متقاربة عمى     

∑ المجموعة )مجاؿ( تنتمي إلى منطقة تقارب السمسمة التابعية   ( )
 
, أي إذا كاف    

   . 
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  (:6) ملاحظة
∑بما أف تقارب )أو تباعد( السمسمة التابعية           ( )

 
يكاائ   عمى المنطقة     

∑تقارب )أو تباعد( السمسمة العددية    ( )
 
, بالإمكاف , وبالتالي     حيث     

, ي السابؽاي الفصؿ التمييدالاستفادة مف معايير التقارب لمسلاسؿ العددية الواردة 
 والأمثمة التالية توضح ذلؾ:

  (:14) مثال
 لتكف السمسمة التابعية:       

∑   

 

   

                 

    طاالمطموب ىؿ النقو 
 

 
ط تقارب لمسمسمة, ثـ حدد مجاؿ تقاربيا, ثـ انق      

 احسب مجموعيا.
  الحل:

   السمسمة المفروضة متقاربة اي النقطة        
 

 
, لأنو لو عوضنا اي السمسمة 

∑التابعية     
 بػ   كؿ     

 
 لحصمنا عمى السمسمة العددية: 

  
 

 
 (

 

 
)
 

    (
 

 
)
 

      

      
 

 
 

 

  
 

 

  
    

 

  
        
  وأساسيا     لأنيا سمسمة ىندسية حدىا الأوؿ  ؛وىي سمسمة عددية متقاربة

 

 
 

 ايي متقاربة.    وبما أف 
لأف      , السمسمة المفروضة متباعدة اي النقطة     أما اي النقطة 

 متباعدة.                السمسمة العددية: 
-أما مجاؿ تقارب السمسمة المفروضة ايو المجاؿ  مف أجؿ نقطة  و, لأن,    

  - وىي                 نحصؿ عمى السمسمة العددية  ,    
| |سمسمة ىندسية أساسيا   | | مف المجاؿ السابؽ. أما ض, وبالتالي ايي متقاربة   

| |مف أجؿ   االسمسمة متباعدة.   
 إف مجموع السمسمة التابعية المفروضة ىو:
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 ( )  
 

   
        -     , 

 .   لأنيا سمسمة ىندسية أساسيا 
  (:15) مثال

 التابعية:حدد منطقة تقارب السمسمة        

∑  ( )

 

   

 ∑(
   

   
)

 

   

 

 

  الحل:
  السمسمة المدروسة ىي سمسمة ىندسية أساسيا  

   

   
ونعمـ أف الشرط اللازـ  

| |والكااي لتقاربيا ىو  |ف إ, أي   
   

   
|    أو    

   

   
فإذا كان ,   

و          أي                :, اإف     
مف   وبالتالي نجد أف المتراجحة الثانية محققة لأجؿ جميع قيـ           

 .   , أما المتراجحة الأولى ايي محققة مف أجؿ  
 , أي:             , اإف:       أما إذا كان 

         و         
, لكف    وبالتالي االمتراجحة الأولى مستحيمة, أما الثانية ايي محققة لأجؿ 

|
   

   
| منطقة  أي إف ,   إذاً  السمسمة المفروضة تتقارب عندما     عندما    

 .,   -تقارب ىذه السمسمة ىو المجاؿ المفتوح 
             , سنحصؿ عمى السمسمة العددية:   اي حالة 

 وىي متباعدة.
  (:16) مثال

 عيف منطقة تقارب السمسمة التابعية التي حدىا العاـ ىو:       
  ( )     (    )     

  الحل:
 بتطبيؽ اختبار النسبة )دالامبير( نجد:

   
   

|
    ( )

  ( )
|     

   
|
     (    )    

   (    )    
|     

   
  (    )  

   (    )                                  
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|(    ) |, اإف:     (    )  اإذا كاف:      , أي أف:  
    (    )  أي: ,    

 

 
      

 

 
 أو 

 
 

 
      

 

 
 أي أف:     

 

 
    

 

  
. 

ذا كاف     , اإف     (    )  وا 
 

 
   أو  

 

  
. 

   عندما 
 

 
)بالتعويض اي السمسمة المعطاة( سنحصؿ عمى السمسمة العددية  

∑ (  )       
 وىي سمسمة عددية متباعدة.    

   وعندما 
 

  
نحصؿ بعد التعويض اي السمسمة المفروضة عمى السمسمة  

∑العددية          
 .وىي متباعدة أيضاً     

∑منطقة تقارب السمسمة  فنستنتج مما سبؽ أ    (    )     
 يى    

-  مفتوحالمجاؿ ال  
 

 
  

 

  
,. 

  (:17) مثال
∑ لتكف السمسمة التابعية:            (   ) 

    
 .-   ,, ثـ ادرس تقاربيا عمى أوجد التابع الحدي ليا :والمطموب

 تكتب السمسمة المدروسة بالشكؿ المفصؿ: الحل:
   (   )    (   )         (   )     

 وبالتالي اإف الحد العاـ لمتتالية المجاميع الجزئية ليا ىو:
  ( )     (   )    (   )         (   ) 

                                        
( )  وبالتالي اإف:    , إف:    

   
   

  ( )   ( )     
   

   2
                
                      

 
 إذاً التابع الحدي ىو:

 ( )  2
                
                      

 
 .-   ,متقاربة عمى المجاؿ  عطاةوالسمسمة الم

∑إذا كانت السمسمة التابعية تعريف الباقي النوني لسمسمة تابعية:    ( )
 
    

( )  :, اإننا نسمي الفرؽ( ) متقاربة ومجموعيا ىو التابع الحدي  بػ   ( )   
∑لمسمسمة  الباقي النوني   ( )

 
 .( )  ونرمز لو عادة بػ     
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 مف الواضح أف:
  ( )      ( )      ( )         ( )     

∑المنتمية إلى منطقة تقارب السمسمة    النقاطكما أنو مف أجؿ جميع    ( )
 
 يكوف:    

   
   

  ( )     
   

, ( )    ( )-    
,  تنتيي إلى   يسعى نحو الصفر عندما  ( )  وىذا يعني أف الباقي النوني 

 ابعية المدروسة.المنتمية إلى منطقة تقارب السمسمة الت  وذلؾ ميما تكف قيمة 
( )      إف:    ( )    ( ) 

 (                    )تعريف التقارب المطمق 
∑نقوؿ عف السمسمة التابعية    ( )

 
المنطقة )أو  اي إطلاقاً إنيا متقاربة  :   

∑, إذا كانت السمسمة التابعية    المجاؿ(  |  ( )|
 
متقاربة اي كؿ نقطة مف     

 نقاط ىذه المنطقة.
∑لتحديد منطقة التقارب المطمؽ لمسمسمة التابعية    ( )

 
ارات تستخدـ الاختب    

, اختبار النسبة, حيث ستكوف النياية الواردة اي السلاسؿ العددية, أي اختبارات المقارنة
 ة توضح ما سبؽ:. والأمثمة التالي )اي الاختبارات( تابعة لممتحوؿ الحقيقي 

  (:18) مثال
∑ادرس التقارب المطمؽ لمسمسمة        

     

  
 
 , ثـ استنتج منطقة التقارب. عمى     

  الحل:
|إف المتراجحة        

     

  |  
 

, وبالتالي السمسمة  مف   تتحقؽ ميما تكف    
لأف السمسمة   مف   المفروضة )حسب اختبار المقارنة( متقاربة مف أجؿ جميع قيـ 

∑العددية 
 

  
 
. وبالتالي اإف منطقة )مجاؿ( تقارب السمسمة ىو ماً ائمتقاربة د    
  -     ,. 

  (:19) مثال
 حدد منطقة )مجاؿ( التقارب لمسمسمة التي حدىا العاـ ىو:       

  ( )  (  
 

 
)
 

      
  الحل:

 بتطبيؽ اختبار الجذر النوني )اختبار كوشي( نجد:       
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√|  ( )|
 

    
   

√(  
 

 
)
 

     
 

    
   

(  
 

 
)       

 وبالتالي االسمسمة المفروضة متقاربة.    , اإف      اإذا كانت 
صػػػػؿ عمػػػػى السمسػػػػمة العدديػػػػة , وبالتػػػػالي سنح    , اػػػػإف     أمػػػػا إذا كػػػػاف 

∑المتباعدة  .  
 

 
/
 

 
-ب ىي:  ر , وبالتالي منطقة التقا        ,. 

 ( اؾتؼارب اؾبسقط )اؾـؼطي( ؾؾسلادل اؾتابعقة:7-1)
∑نقوؿ عف السمسمة التابعية    ( )

 
( عمى بسيطاً )نقطياً إنيا متقاربة تقاربا ً  :   

, ومف    , إذا تحقؽ الشرط التالي: مف أجؿ كؿ ( ) مف المجموع     المجاؿ 
بحيث تتحقؽ  .(معاً     )مرتبط بػ  (   ) طبيعي , يمكف إيجاد عدد  مف   أجؿ كؿ 
 المتراجحة:

| ( )    ( )| (   ) وذلؾ مف أجؿ جميع قيـ     , أي تتحقؽ المتراجحة:   
|  ( )| (   ) مف أجؿ جميع قيـ       . 

 ( اؾتؼارب الدـتظم ؾؾسلادل اؾتابعقة واختبار ػاقر ذتراس:8-1)

.
                                             

                      
/ 

ضمف  ( ) بانتظاـ إلى التابع  +( )  *إذا تقاربت متتالية المجاميع الجزئية 
∑السمسمة التابعية  , اإف   اؿ المج   ( )

 
تتقارب بانتظاـ ضمف نفس المجاؿ      

 السمسمة التابعية السابقة غير متقاربة بانتظاـ.إف  :وغير ذلؾ نقوؿ  
∑التقارب المنتظـ لمسمسمة التابعية  تعريؼيمكف    ( )

 
ضمف المجاؿ     

 بالشكؿ التالي:    
تسعى نحو اللانياية   تساوي الصفر عندما  ( )  الباقي النوني  نيايةإذا كانت 

 لأف:  نتظاـ ضمف المجاؿ اإف السمسمة التابعية السابقة متقاربة ب :عندىا نقوؿ
  ( )   ( )    ( )      ( )          

 تسعى نحو اللانياية نجد:  , عندما خذ نياية الطرايفبأ
   
   

  ( )     
   

 ( )     
   

  ( ) 
 ف:إ, أي ( ) , وتتقارب لممجموع بما أف السمسمة التابعية متقاربةو 

   
   

  ( )   ( ) 
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 وبالتالي يكوف لدينا:
   
   

  ( )    
∑التقارب المنتظم لمسمسمة التابعية  لنعرؼ الآف   ( )

 
بمغة العدد الحقيقي     

 : الموجب 
    ضمف المجاؿ  ( ) نعمـ أف السمسمة التابعية السابقة تتقارب إلى التابع 

  (   ) طبيعي إيجاد عدد     و     إذا أمكف مف أجؿ كؿ عدد حقيقي 
( )  | :وبحيث تتحقؽ المتراجحة   ( )|  .(   )   لكؿ    

    وغير متعمؽ بالعدد اقط   بالعدد الموجب  ا ً متعمق (   ) إذا كاف العدد 
∑ف السمسمة التابعية إ :قمنا   ( )

 
 . نتظاـ عمى المجاؿ امتقاربة ب    

  (:7) ملاحظة
∑إذا كانت السمسمة التابعية           ( )

 
,  مف   متقاربة عمى مجاؿ ما وليكف     

 . أف تكوف ىذه السمسمة متقاربة بانتظاـ عمى نفس المجاؿ  مف الضرورياإنو ليس 
 ينتج مف تعريؼ التقارب المنتظـ السابؽ ما يمي:

∑إذا كانت السمسمة التابعية  1-   ( )
 
ايي     متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ     

 . ( عمى بسيطاً )نقطياً  اً حتماً  متقاربة تقارب

∑إذا كانت السمسمة التابعية  2-   ( )
 
تكوف  , عندئذٍ  متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ     

 .   , أي  مف   متقاربة بانتظاـ عمى كؿ مجاؿ 

∑إذا كانت السمسمة التابعية  3-   ( )
 
, عندىا  متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ     

( ) يتقارب الحد العاـ ليذه السمسمة إلى التابع الصفري  بانتظاـ عمى المجاؿ    
 تسمى ىذه النتيجة بالشرط اللازم لمتقارب المنتظم لمسمسمة التابعية السابقة.,  

∑الحد العاـ لمسمسمة التابعية  انتيىإذا  4-   ( )
 
بشكؿ غير  يتقارب إلى الصفر    

 يكوفلف , اإف تقاربيا ىذا  إذا كانت ىذه السمسمة متقاربة عمى و ,  منتظـ عمى 
 . عمى  ا ً منتظم

  (:20) مثال
∑لتكف السمسمة التابعية           ( )

 
 التي حدىا العاـ ىو:    

  ( )      (   ) 
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, ثـ ادرس تقاربيا عمى المجاؿ ليا والمطموب: أوجد المجموع الجزئي النوني
-  وحدد منطقة )مجاؿ( تقاربيا. -    

  الحل:
 إف المجموع الجزئي لمسمسة التابعية:       

∑  ( )  (   )   (   )    (   )     
 ىو:

  ( )  (   )   (   )    (   )         (   ) 
                                     

| |امف أجؿ  اللانياية,  إلىتسعى   الصفر عندما  إلى    سعىي   
 وبالتالي:

 ( )     
   

  ( )    
| |إذاً  السمسمة متقاربة مف أجؿ    . 

| |أما إذا كاف   تسعى نحو  عندما  لانيايةتسعى نحو ال   , اإف   
ف السمسمة المفروضة متباعدة اي إ :, أينياية محدودة ( )  , وبالتالي ليس لػ اللانياية

 ىذه الحالة.
( )  ايكوف     أما مف أجؿ   :, وبالتالي  

 ( )     
   

  ( )    
 ف السمسمة متقاربة اي ىذه الحالة.إأي 

( )  ايكوف      أما مف أجؿ   اإف النياية , وبالتالي (  )   
 السمسمة متباعدة اي ىذه الحالة. وبالتالي اإف 2تكوف صفراً  أو  ( )        

-مما سبؽ اف منطقة تقارب السمسمة التابعية المعطاة ىي  نستنتج     -. 
 الآف التقارب المنتظـ ليا , لدينا: لندرس

  ( )   ( )    ( )             -     , 
                            (    )                 -     ,  

اقط(   )متعمؽ بػ  ( ) طبيعي عدد , لنفتش عف عدداً  معطى    ليكف 
|( )  |المتراجحة:  بحيث ( ) , مف أجؿ    -  . أياً  كانت     لدينا: ,    

|  ( )|     |  |        | |        
   

  | |
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   العلاقة  أف نلاحظ

  | |
إلى اللانياية عندما  تسعى  و   مرتبطة بكؿٍ  مف  

 ( )المرتبط اقط بػ  ( ) طبيعي إيجاد عدد  يمكننا إلى العدد واحد. إذاً  لا | |يسعى 
|( )  |بحيث تتحقؽ المتراجحة:  , وىذا يعني أف السمسمة التابعية المدروسة غير   

-متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ  -, وبالتالي اإف تقاربيا عمى المجاؿ ,     ليس  -    
 .منتظماً  أيضاً 

 قبؿ ذلؾلنعرؼ الآف اختبارات التقارب المنتظـ لمسلاسؿ التابعية. و  ستعرضلن
 .التقارب المطمق بانتظام لمسلاسل التابعية

  :تعريف
∑نقوؿ عف السمسمة التابعية           ( )

 
بانتظاـ عمى  مطمقاً إنيا متقاربة تقارباً      

∑, إذا كانت سمسمة قيميا المطمقة     المجاؿ  |  ( )|
 
متقاربة بانتظاـ عمى     

 . المجاؿ 
 :(           )اختبار كوشي 

∑الشرط اللازـ والكااي لتقارب السمسمة التابعية    ( )
 
تقارباً منتظماً عمى     

 :إفبحيث  ( ) عدد طبيعي  ,    ىو أف يوجد مف أجؿ كؿ عدد,    المجاؿ 
 عندما يكوف   ( )     

 | 
 
( )   

   
( )      

 
( )|            

  (:21) مثال
∑لتكف السمسمة التابعية           (    ) 

, أثبت أف تقاربيا ,   -والمعراة عمى     
 , وذلؾ باستخداـ اختبار كوشي.المجاؿ السابؽ ايغير منتظـ 

  الحل:
 ( ) معطى ولنفرض جدلاً أنو يوجد عدد طبيعي  عدد حقيقي    بفرض        

( ) وكؿ  ,   -  بحيث أنو مف أجؿ كؿ   يكوف لدينا:     

|∑   ( )

   

   

|  |  (    )      (    )       (    )| 

 |                 |  | | |   | |        |
   (   )    

 والتي ينتج منيا )باستخداـ خواص الموغاريتمات(
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      (   )

   
  (   ) 

اي الحقيقية غير موجود لأف  وارضناه موجوداً ى ذيال ( ) وىذا يعني أف 
  قدار أصغر منو ومستقؿ عف الطرؼ الأيمف مف المتراجحة السابقة لا يمكف تقديره بم

ضة متقاربة تقارباً غير . إذاً حسب اختبار كوشي السمسمة المفرو ,   -عمى المجاؿ 
 .,   -عمى المجاؿ  منتظـ

, ستظير لنا لتقارب المنتظـ لمسلاسؿ التابعيةعند تطبيؽ الاختبار السابؽ لدراسة ا
ف اختبار كوشي ومنيا اختبار أسيؿ م لصعوبات لذا وجدت اختبارات أخر بعض ا

 شتراس.ااير 
 :                   اختبار فايرشتراس (:8مبرىنة )

∑السمسمة التابعية تتقارب    ( )
 
, إذا     نتظاـ عمى المجاؿ اوب إطلاقاً     

∑ مثؿتقاربة وجدت سمسمة عددية موجبة وم   
 
( )   لمعلاقة: محققة     ميما     

 .   و     تكف 
 البرىان:

∑بما اف السمسمة العددية    
 
 , اإنو بحسب المبرىنة:    متقاربة لكؿ     

د عدد اجإي    مف أجؿ أي عدد  أمكف ,لعددية السابقة, إذا واقط إذا)تتقارب السمسمة ا
∑|بحيث  ( ) صحيح موجب    

 
   | ( ) عندما يكوف: ,       ) 

 بحيث يكوف:  , يوجد عدد طبيعي    عدد  امف أجؿ أي
                

 .     عندما يكوف: 
 يكوف لدينا:  مف   نستنتج مف ذلؾ أنو مف أجؿ جميع قيـ 

|  ( )      ( )       ( )|                  
, وبحسب اختبار كوشي السابؽ, اإف السمسمة:      حيث 
∑ |  ( )|

 
 . متقاربة بانتظاـ عمى     

  (:22) مثال
∑ادرس التقارب المنتظـ لمسمسمة التابعية:        

     

  
 
 .-    ,عمى المجاؿ     
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 الحل:
 , وذلؾ لأف:-    ,إف السمسمة المدروسة متقاربة تقارباً  منتظماً  عمى المجاؿ 

|
     

  
|  

 

  
 
∑بما أف السمسمة العددية 

 

  
 
, احسب اختبار اايرشتراس موجبة ومتقاربة    

 .-    ,السابؽ تكوف السمسمة التابعية المفروضة متقاربة بانتظاـ عمى 
  :(23) مثال

 , ادرس التقارب المنتظـ لمسمسمة التي حدىا العاـ ىو:شتراسمستخدماً  اختبار ااير        

  ( )  
 

    √    
 

 .,   ,اي المجاؿ 
 لدينا: الحل:

|  ( )|  |
 

    √    
|  

 

    
 (

 

 
)
   

 

.   السمسمة العددية التي حدىا العاـ 
 

 
/
ىي سمسمة ىندسية أساسيا     

  
 

 
, احسب اختبار اايرشتراس اإف السمسمة التابعية , ايي متقاربة   , وبما أف 

 .,   ,المفروضة متقاربة عمى 
لتقارب المنتظـ لسمسمة ة اشتراس قد لا يكوف قابلاً لمتطبيؽ اي دراسإف اختبار ااير 

∑, وذلؾ عندما تكوف السمسمة العددية تابعية   
 
 متباعدة.    

يسمح لنا بدراسة التقارب المنتظـ لسمسمة  اختبار آبلالاختبار التالي والمسمى 
 توابع.

    متتاليتيف تابعيتيف معراتيف عمى نفس المجاؿ  +( )  *و  +( )  * لتكف
 التوابع الآتية:ولنشكؿ منيما سمسمة 

∑  ( )   ( )

 

   

   ( )   ( )    ( )   ( ) 

              ( ) 
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 :         ( اختبار آبل لسلاسل التوابع 9مبرىنة )
السابؽ, إذا كانت سمسمة التوابع  ( )لتكف لدينا سمسمة التوابع ذات الشكؿ 

∑   ( )
 
ذا كانت متتالية التوابع  متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ       +( )  *, وا 

 يةابعسمسمة التال اإف,  مف   وكؿ   مف   مضطردة ومحدودة مف أجؿ كؿ 
∑   ( )   ( )

 
 . متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ تكوف     

  (:24) مثال
∑لتكف سمسمة التوابع:        

            

 .
 

  
     /

 
 
ادرس التقارب  ,   -  , حيث    

 المنتظـ ليذه السمسمة.
 الحل:

يبرىف بطريقة الاستقراء , نقدـ الملاحظة التالية: قبؿ البدء بحؿ ىذا المثاؿ
 يتحقؽ ما يمي:    أنو مف أجؿ كؿ  الرياضي

                               (   )     

     
تتحقؽ  وإن, ا  لقيـ الفردية لػمف أجؿ ا, أما   وذلؾ مف أجؿ القيـ الزوجية لػ

 :المتراجحة
                                (   )     

     
 مما سبؽ يكوف لدينا 

, لنبرىف الآف أف ,   -                  
∑السمسمة 

  

 .
 

  
     /

 
 
 .,   -متقاربة بانتظاـ عمى     

 بما أف 

 ايكوف لدينا: ,   -مف   لكؿ           
  

 .
 

       /
  

  

   
 

∑بما أف السمسمة العددية 
 

 
.
 

 
/
 

 
( إذاً  تقاربة )حسب اختبار النسبة مثلاً م    

شتراس. اختبار ااير , وذلؾ حسب ,   -السمسمة التابعية المعطاة متقاربة بانتظاـ عمى 
( )  ؿ المعراة مف خلا +( )  *, لدينا متتالية التوابع مف جية ثانية           ,

, وكذلؾ محدودة ,   -مف   وكؿ   مف   متزايدة تماماً مف أجؿ كؿ  ,   -  حيث 
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 بالعدد  ,   -نتظاـ( عمى ا)بؿ ومحدودة ب

 
اختبار آبؿ لسلاسؿ التوابع , إذاً  شروط 

 .,   -, إذاً  سمسمة التوابع المعطاة متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ محققة
, وذلك من نتظاماسل التابعية المتقاربة بلنقدم الآن بعض أىم خواص السلا

 خلال المبرىنات التالية: 
 (: 10) مبرىنة

∑إذا كانت السمسمة التابعية    ( )
 
, التي حدودىا توابع مستمرة عمى المجاؿ    

ىو تابع مستمر عمى  ( )  مجموعيا اإف,  بانتظاـ عمى المجاؿ  ةتقاربم,     
 . نفس المجاؿ 

 البرىان:
∑لمسمسمة  +( )  *بما أف متتالية المجاميع الجزئية    ( )

 
ىي متتالية مف     

عدد منتو مف التوابع المستمرة عمى  , لأف مجموع  مف   التوابع المستمرة عمى المجاؿ 
, وبالتالي حسب ( )  , ونقصد ىنا  ىو تابع مستمر عمى نفس المجاؿ   المجاؿ 

( اإف التابع 1وحسب المبرىنة )  تتقارب بإنتظاـ عمى المجاؿ  ( )  الفرض, المتتالية 
مثؿ مجموع السمسمة التابعية ي ذي, وال عمى  ( )  المتتالية  اليوالتي تتقارب  ( ) 

∑   ( )
 
 وىو المطموب.    ىو تابع مستمر عمى المجاؿ     

  (:8) ملاحظة
ف شرط التقارب المنتظـ إ, أي السابقة غير صحيح بشكؿ عاـإف عكس المبرىنة        

مسمسمة التابعية لكي يكوف مجموع ىذه ل ؛ىو شرط كاؼٍ وغير لازـ مستمرة لسمسمة توابع
 .تابعاً مستمراً 

 المثاؿ التالي يوضح ىذه الملاحظة:
  (:25) مثال

 :تقارب السمسمة -   ,ادرس عمى المجاؿ        
(    )  (           )            (   )   (   )     

 الحل:
  ( )  (    )  (           )           

 (   )   (   )  
( )   أو:         
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 وبالتالي:
 ( )     

   
  ( )     

   

  

   
   

ىو تابع  ( ) وىذا يعني أف السمسمة التابعية المفروضة متقاربة, ومجموعيا 
شتراس لممتتاليات قاربيا المنتظـ )حسب اختبار ااير , لندرس الآف ت-   ,مستمر عمى 
 .-   ,التابعية( عمى 

 بما أف 
       |  ( )   ( )|         ,   - 

                   
  ,   -

|        |     
  ,   -

|
  

   
|  

 

 
 

غير متقاربة  +( )  *, اإف متتالية مجاميعيا الجزئية           بما أف 
ف السمسمة المدروسة غير أ, وىذا يعني ( ) مف التابع  -   ,بانتظاـ عمى المجاؿ 
 .-   ,متقاربة بانتظاـ عمى 

, كما اي المتتاليات تابعيةآلية اشتقاؽ وتكامؿ سلاسؿ المبرىنتاف التاليتاف تفيدنا اي  -
 التابعية.

  (:11) مبرىنة
∑لتكف           ( )

 
, حدودىا توابع معراة و مستمرة عمى المجاؿ سمسمة تابعية    

, عندئذٍ   عمى  ( ) نتظاـ مف التابع ارض اف السمسمة السابقة متقاربة ب, ولنف   
 لاقة:الع أيضاً وتتحقؽ   قابؿ لممكاممة عمى  ( ) التابع 

∫  ( )  
 

 

 ∑∫   ( )  
 

 

 

   

       ( )  ∑   ( )

 

   

 ( ) 

 البرىان:
∑بما أف السمسمة التابعية    ( )

 
, اإف متتالية    نتظاـ عمى امتقاربة ب    

  ( يكوف 8, وحسب المبرىنة ) نتظاـ عمى اربة بامتق +( )  *المجاميع الجزئية ليا 
, ( نتظاـ مف التابع اربة باف السمسمة التابعية متقإ)حيث   لممكاممة عمى المجاؿ   ً قابلا

 ما يمي:      جؿ كؿ أويكوف مف 
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∫  ( )  
 

 

 ∫    
   

  ( )   
 

 

    
   

∫ (∑  ( )

 

   

)  
 

 

  

    
   

∑∫   ( )
 

 

  

 

   

   (  )     

∑ و يمكف اعتباربملاحظة أن ∫   ( )  
 

 
 
 جزئي النوني لمسمسمةالمجموع ال    

∑ ∫   ( )  
 

 
 
 ينتج لدينا (  )ومف وجود الطرؼ الأيسر مف العلاقة     

∫  ( )  
 

 

 ∑∫   ( )  
 

 

 

   

 

  (:26) مثال
 لتكف السمسمة التابعية:       

∑   4
  

      
(   )

 (   )   5

 

   

 

 , ىؿ تتحقؽ العلاقة:-   ,  عمى المجاؿ 

∫ (∑   4
  

      
(   )

 (   )   5

 

   

)  
 

 

 ∑∫   ( )  
 

 

 

   

       ,   - 

 الحل:
 , أي:-   ,نلاحظ أولاً  أف مجموع سمسمة التوابع ىذه يساوي الصفر عمى 

 ( )     
   

  ( )    
 ومف ثـ اإف:

∫ (∑   4
  

      
(   )

 (   )   5

 

   

)  
 

 

 ∫  ( )    
 

 

 

 , لدينا:مف ناحية ثانية

∑∫   ( )  
 

 

 

   

    
   

∑∫   ( )  
 

 

 

   

    
   

∫ ∑  ( )  

 

   

 

 

 

                                   
   

∫           
  

 

 

    
   

(      
)    

 وىذا يعني أف المساواة الموجودة اي نص المسألة غير محققة.
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  (:9) ملاحظة
ىو شرط  -   ,مغمؽ ستمرة عمى مجاؿ إف شرط التقارب المنتظـ لسمسمة توابع م       

. والمثاؿ التالي ي, ولكن( )كاؼ لتطبيؽ العلاقة   ذلؾ: وضحو غير لازـ
  (:27) مثال

∑لتكف سمسمة التوابع المستمرة         0
  

       
(   ) 

  (   )   1
 
 -   ,عمى المجاؿ     

اي القسـ العممي أف ىذه السمسمة متقاربة عمى  (10) وجدنا سابقاً  اي التمريف المحموؿ
( ) , ومجموعيا -   ,وتقاربيا ليس منتظماً عمى  -   ,  .-   ,عمى    

 , وذلؾ لأف:-   ,يمكف مكاممة ىذه السمسمة حداً  حداً  عمى 

∑∫ 4
  

      
 

(   ) 

  (   )   
5

 

 

  

 

   

  

    
   

∑∫ 4
  

      
 

(   ) 

  (   )   
5

 

 

 

   

   

    
   

∫ [∑4
  

      
 

(   ) 

  (   )   
5

 

   

]
 

 

   

    
   

∫
  

      
   

 

 

 

 
 

 
   
   

  (    )

 
   ∫  ( )  

 

 

 

  (:12) مبرىنة
∑بفرض    ( )

 
ذا -   ,  سمسمة توابع مستمرة عمى المجاؿ      انت ك, وا 

  تممؾ مشتقات    , ولنفرض أف التوابع  عمى   السمسمة السابقة متقاربة مف التابع 
  

ذا كانت سمسمة التوابع    , لكؿ  عمى  ∑, وا    
 ( ) 

,  نتظاـ عمى امتقاربة ب    
 :أيضاً  العلاقة وتتحقؽ  للاشتقاؽ عمى   ً قابلا  عندئذٍ يكوف التابع 

(∑  ( )

 

   

)

 

   ( )  ∑  
 ( )
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 البرىان:
∑لنفرض أف سمسمة المشتقات    

 ( ) 
بحسب   عمى   متقاربة مف التابع     

, حيث -   ,قابؿ لممكاممة عمى المجاؿ   , التابع (9المبرىنة السابقة والمبرىنة )
 يكوف لدينا: أيضاً , ومف الفرض      

∫  ( )  
 

 

 ∫ [∑  
 ( )

 

   

]   
 

 

 ∑ ∫   
 ( )  

 

 

 

   

 ∑(  ( )    ( ))

 

   

 

 ∑   ( )

 

   

 ∑  ( )

 

   

  ( )   ( )                   

, وبالتالي يكوف التابع  عمى   ىو التابع الأصمي لمتابع   وىذا يعني أف التابع 
 , ويكوف لدينا: قابؿ للاشتقاؽ عمى   

  ( )   ( )           ,   - 
 وىذا يؤدي بدوره إلى أف:

(∑  ( )

 

   

)

 

   ( )  ∑  
 ( )

 

   

 

 (:10) ملاحظة
∑إذا كانت سمسمة التوابع المستمرة    ( )

 
نتظاـ عمى المجاؿ امتقاربة ب    

∑ف تكوف سمسمة المشتقات ليا أ , اميس مف الضروري-   ,     
 ( ) 

)اي حاؿ     
 نتظاـ.اوجودىا( متقاربة ب

 (:28) مثال
∑لتكف السمسمة التابعية 

      

  
 
(  )حدودىا توابع مستمرة عمى             

 , إف سمسمة المشتقات ليا ىي: نتظاـ عمى اوالمتقاربة ب

∑          

 

   

         

  وىي سمسمة متباعدة مف أجؿ جميع القيـ 
  

 عدداً صحيحاً.  , حيث   
  (:11) ملاحظة

∑إف شرط التقارب المنتظـ لسمسمة المشتقات    
 ( ) 

الوارد اي النظرية     
 تطبيؽ المبرىنة السابقة.ل ىو شرط كاؼٍ  وغير لازـ السابقة
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 والمثاؿ التالي يوضح ىذه الملاحظة:
 (: 29) مثال

 :-   ,  لتكف سمسمة التوابع المستمرة عمى        
 

 
  (    )  ∑ [

 

  
  (      )  

 

 (   )
  (  (   )    )]

 

   

 

( ) بت أف ثالمطموب: أو  ( )  , ثـ أثبت أف       ( ) ف سمسمة إحيث    
∑التوابع المشتقة    

 ( ) 
 . عمى  ( ) متقاربة مف التابع     

( ) ومجموعيا  -   ,إف السمسمة المدروسة متقاربة عمى  الحل: عمى المجاؿ    
 لأف: -   ,

 ( )     
   

  ( ) 

    
   

4
 

 
  (    )  (

 

 
  (      )  

 

 
  (    ))5    

    (
 

  
  (      )  

 

 (   )
  (  (   )    )) 

    
   

 

  
  (      )               ,   - 

 لمشتقات ىي:ا, إف سمسمة ناحية ثانية مف
 

    
 ∑ 4

  

      
 

(   ) 

  (   )   
5

 

   

 

(, وىذه السمسمة كما بينا سابقاً  27ىي نفس السمسمة التابعية الواردة اي المثاؿ )و 
, ومجموعيا ىو التابع -   ,ولكف تقاربيا غير منتظـ عمى  -   ,اي  انيا متقاربة
 ( )  , لأف:-   ,عمى    

  ( )     ( )            ,   - 
 ( بعض اؾعؿؾقات الجبرقة عؾى اؾسلادل اؾتابعقة:9-1)

 ىـ العمميات الجبرية عمى السلاسؿ التابعية:أ كما اي السلاسؿ العددية نقدـ  ً تماما
∑إذا كانت   1-   ( )

 
∑و        ( )

 
توابع معراتيف عمى نفس المجاؿ  يسمسمت    

ذا كانتا متقاربتيف )أو ب    عمى   و   مف التابعيف   نتظاـ( عمى المجاؿ ا, وا 
 الترتيب, عندئذٍ  يتحقؽ ما يمي:
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a)  السمسمة التابعية∑    ( )
 
, حيث  عمى    مف التابع  متقاربة )أو بإنتظاـ(    

 بالإضااة لذلؾ تتحقؽ المساواة:     

∑(   ( ))

 

   

  ∑  ( )

 

   

    ( ) 

b) ∑ (  ( )    ( ))
 
ويكوف   عمى  (   نتظاـ مف التابع ا)أو ب متقاربة    

 لدينا:

∑(     )( )

 

   

 ∑  ( )

 

   

 ∑   ( )

 

   

 

                                 ( )   ( )          
∑ لتكف 2-   ( )

 
∑و        ( )

 
  معراتيف عمى نفس المجاؿ  تيفتابعي يفسمسمت    

ذا كانت السمسمة  ∑وا  |  ( )|
 
∑و      |  ( )|

 
نتظاـ( او متقاربة بأمتقاربة )    

 عمى الترتيب عندئذٍ  يتحقؽ مايمي:   و     تابعيفمف ال  عمى المجاؿ 

a)  السمسمة التابعية∑ |   ( )|
 
مف التابع   اـ( عمى نتظاو متقاربة بأمتقاربة )    

 : مف   , ويكوف لدينا مف أجؿ كؿ    مف   جؿ كؿ أ, مف     

∑|   ( )|

 

   

 | |∑|  ( )|

 

   

 | |   ( ) 

b) ∑ |  ( )    ( )|
 
عمى       نتظاـ( مف التابع امتقاربة )أو متقاربة ب    

 : مف   , بالإضااة لذلؾ يكوف مف أجؿ كؿ   

∑|  ( )    ( )|

 

   

 ∑|  ( )|

 

   

 ∑|  ( )|
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 تمرقـات محؾوؾة

 أوجد تابع النياية لكؿ مف المتتاليات التابعية وذلؾ اي الحالات التالية: + *
-1                *  ( )+  

  

 
         ,   , 

-2                *  ( )+  
 

 
             ,   - 

-3                *  ( )+  2
 

     
3            ,   - 

 الحل:
2إف المتتالية  1-

  

 
( ) متقاربة نقطياً مف التابع الصفري أي:  3         ,   - ,

 لأف:

   
   

  ( )     
   

  

 
              -   , 

2إف تابع النياية لممتتالية  2-
 

 
( ) ىو التابع الصفري , أي ,  3     , وذلؾ    

 لأف:
 ( )     

   
  ( )     

   

    

 
             ,   - 

 اي متتالية لامتناىية اي الصغر ىي متتالية لامتناىية اي الصغر( محدودة )جداء متتالية
2إف المتتالية  3-

 

     
 التالي: ( ) تتقارب نقطياً  مف التابع  3

 ( )     
   

  ( )     
   

(
 

     
)  {

                
 

 
                    

 

 ادرس التقارب المنتظـ لممتتاليات التابعية التالية: + *
-1    *  ( )+  2

 

 
    3         ,   - 

-2    *  ( )+  2
 

   3              ,   ,  
-3      *  ( )+  8√   

 

 
9          -     , 

 الحل:
2وجدنا اي المثاؿ السابؽ أف تابع النياية لممتتالية  1-

 

 
 :التابع الصفري, أيىو 3    

 ( )        
    

 
. لنبيف الآف ايما إذا كاف ىذا -   ,  , لكؿ   

    التقارب منتظماً  أـ لا. نعمـ أف 

 
 

 

 
عدداً      , ليكف -   ,  , لكؿ 

( ) معطى , نأخذ   |
 

 
 انجد: |
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     ( )  |
 

 
|      |

    

 
  |    

( 1لتوابع المعطاة اي )يعني أف متتالية ا , وىذا-   ,  وذلؾ مف أجؿ كؿ 
 .-   ,عمى المجاؿ   نتظاـ مف التابع الصفري امتقاربة ب

2: التابعية لنوجد أولًا تابع النياية لممتتالية 2-
 

   
 , إف:,   ,اي المجاؿ  3

 ( )     
   

  ( )     
   

 

   
   

 :الصفري, أي إذاً  تابع النياية لممتتالية المعطاة ىو التابع
 ( )             ,   , 

 لنبيف الآف ايما إذا كاف ىذا التقارب تقارب منتظـ أـ لا؟
( ) عدداً  معطى , ولنوجد     ليكف  ( ) بحيث       : 

     ( )      |  ( )   ( )|  |
 

   
  |  

 

   
   

 وبما أف 

    
 

 
 , ومنو بوضع ,   ,  , وذلؾ لكؿ 

 
مف  لدينا: يكوف   

 تية محققة المتراجحة الآ ,   ,  أجؿ كؿ 

( ) إذاً بأخذ  ,       
 

 
يتـ  

2المطموب, إذاً المتتالية التابعية 
 

   
متقاربة بانتظاـ مف التابع الصفري عمى المجاؿ  3

,   ,. 
 , أف: نلاحظ أولا ً  3-

 ( )     
   

  ( )     
   

√   
 

 
 | |           -     , 

( ) تتقارب مف التابع  3      √2ف متتالية التوابع إأي  , لكؿ | | 
  -  لندرس الآف التقارب المنتظـ: ,    

|  ( )   ( )|  |√       | ||  |
   

 

 
   

√       | |
|

 |

 

 

√       | |
|  |

 

 
 

√ 

| √
 

 
          -     , 

√, اإذا وضعنا عدداً مفروضاً     ليكف 
 

 
  أو    

 

  
, اإف المتراجحة 

|  ( )   ( )| -  تتحقؽ مف أجؿ جميع قيـ     , لنختر العدد ,    
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( ) بحيث  ( ) الطبيعي   
 

  
, وبالتالي شرط التقارب المنتظـ ( )   ف إ, أي 

( ) قد تحقؽ مف التابع  -اي المجاؿ  | |      ,. 
+( )  *أثبت أف المتتالية التابعية  + *  2

 

     
 ( ) لا تتقارب بانتظاـ مف التابع  3

 -   ,  اي المجاؿ 
  الحل:

 ( أف1وجدنا اي التمريف )       

 ( )  {
                
 

 
                    

 

, والذي يمثؿ نياية متتالية التوابع المفروضة غير  ( ) وبما أف التابع السابؽ 
( )مف قسـ 2احسب النتيجة )  ايو غير مستمر عمى المجاؿ     مستمر اي النقطة 

 .-   ,ليس منتظماً  عمى المجاؿ  ( ) ي( تقارب المتتالية المدروسة مف التابع النظر 
+( )  *لتكف المتتالية التابعية  + * , أثبت صحة -   ,         +   * 

 العلاقة:

   
   

∫   ( )   
 

 

 ∫    
   

  ( )    
 

 

 

 :لدينا أولاً  الحل:
 ( )     

   
  ( )     

   
                 ,   , 

( )   والنياية ى تابعف إأي   , وبالتالي اإف:   

∫    
   

  ( )   
 

 

 ∫  ( )   
 

 

 ∫     
 

 

    ( ) 
 مف ناحية ثانية , لدينا:

∫   ( )   
 

 

 ∫       
 

 

 
 

   
,    - 

  
 

   
 

 ومنو:

   
   

∫   ( )   
 

 

    
   

 

   
    ( ) 

 .نجد تحقؽ المساواة المعطاة ( )و  ( )مف 
 :+( )  *ليكف لدينا الحد العاـ لممتتالية التابعية  + *
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  ( )           
            ,   - 

 بيف ايما إذا كانت المساواة التالية صحيحة:

   
   

∫   ( )   
 

 

 ∫    
   

  ( )    
 

 

 ∫  ( )   
 

 

 

 الحل:

∫   ( )   
 

 

 ∫         
  

 

 

 [ 
 

 
     

]
 

 

 
 

 
(     ) 

 وبالتالي:

   
   

∫   ( )   
 

 

    
   

 

 
(     )  

 

 
 

 وبما أف:
 ( )     

   
  ( )     

   
(       

)           ,   -         

 ومنو يكوف:

∫  ( )   
 

 

   
 نستنتج مما سبؽ أف:

   
   

∫   ( )   
 

 

 ∫    
   

  ( )    
 

 

 ∫  ( )   
 

 

 
 حدد منطقة )مجاؿ( تقارب السمسمة التابعية: + *

 

 
 

 

    
 

  

    
    

 الحل:
( )  الحد العاـ لمسمسمة المدروسة ىو:   

    

, باستخداـ اختبار النسبة     
 )دالامبير(

     
 (   )  

(   )     
 

  

(   )     
 

   
   

|
    

  
|     

   
|

  

(   )     
 
    

    
|     

   

 

 (   )
| |  

| |

 
 

| |تكوف السمسمة المعطاة متقاربة إذا كاف 

 
| |إذا كاف  ةتباعدم, و   

 
, أما   

 إذا كمف 

 
 االاختبار يفشؿ.     أي    
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| |إذاً  لدينا 

 
| |ومنو             أي أف    

∑, االسمسمة تأخذ الشكؿ    إذا كاف: 
 

  
 
    

 

 
∑

 

 
 
وىي سمسمة     

 االسمسمة تأخذ الشكؿ:     متباعدة )تواايقة(. أما إذا كاف:  

∑
(  )   

  

 

   

 
 

 
∑

(  )   

 

 

   

 

, وبالتالي إف منطقة )مجاؿ( تقارب السمسمة العددية الأخيرة متقاربةوحسب اختبار لابيبتز 
       السمسمة المعطاة ىو: 

 برىف أف منطقة تقارب السمسمة: + *
  

 

  
 

  

  
      

 .  ىو مجموعة الأعداد الحقيقية 
  الحل:

( )  الحد العاـ لمسمسمة المذكورة ىو:          
    

(   ) 
 

 , نلاحظ أف:بتطبيؽ اختبار النسبة
   
   

|
    

  
|     

   
|
  (   ) 

  (    )
|     

   
|
 

 
|  | |    

   

 

 
     

, إذاً منطقة تقارب السمسمة  ميما تكف قيمة  وبالتالي االسمسمة المدروسة متقاربة
 . المعطاة ىو مجموعة الأعداد الحقيقية 

∑لتكف السمسمة التابعية:  + * (  )     

 
 
, أثبت أنيا متقاربة تقارباً منتظماً لكنو    

0  غير مطمؽ عمى المجاؿ 
 

 
  1. 

  الحل:
, وبالتالي  نقطة ثابتة اي المجاؿ   , نعتبر أف ز عميياتتبيلكي نطبؽ اختبار ل

 ز ستكوف متقاربة. مف ناحية ثانية لدينا:تتبيحسب اختبار لا
|  ( )|  

    

   
 

 

   
           [

 

 
  ] 

 بما أف 

   
يمكف     , امف أجؿ أي عدد حقيقي موجب  غير متعمؽ بػ  

 المتراجحة:بحيث تتحقؽ  ( )غير مرتبط بػ  ( ) إيجاد عدد طبيعي وليكف 
|  ( )|        ( )           
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 . وىذا يعني أف السمسمة المدروسة بانتظاـ عمى 
∑اي السمسمة المعطاة سنحصؿ عمى السمسمة     بتعويض  (  )    

 
 
    

 . السمسمة المعطاة غير متقاربة بالإطلاؽ عمى  وىي متقاربة تقارباً  شرطياً, إذاً 
∑ لتكف السمسمة التابعية: + * ( √ 

    
 √ 

    
) 

, وماذا حدد مجموع ىذه السمسمة    
 . تستنتج بالنسبة للاستمرار عمى 

 الحل: 
 :تكتب السمسمة بالشكؿ       

(      )  (         )  (         )     . 
 

      
 

    /

    
 لنشكؿ المجموع الجزئي النوني ليا:

  ( )   
 

       
 وبالتالي مجموعيا ىو:

 ( )     
   

  ( )     
   

. 
 

      / 
 يكوف لدينا:    اعندما 

 ( )     
   

. 
 

      /      
 يكوف:    وعندما 

 ( )     
   

0 | |
 

      1       
( )   :, يكوف لدينا    واي حالة    . 

 ومجموعيا ىو التابع: ,وبالتالي تكوف السمسمة المفروضة متقاربة

 ( )  {
             
                

              
 

 . ىو توابع مستمرة عمى , كما أف حدود السمسمة المفروضة  وىو تابع مستمر عمى 
 :-   ,لتكف السمسمة التابعية التي حدودىا توابع مستمرة عمى المجاؿ   +  *
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∑4
  

      
 

(   ) 

  (   )    
5

 

   

 

, وىي غير متقاربة بانتظاـ عمى -   ,مستمر اي  ( ) المطموب أثبت أف التابع 
,   -. 
 لدينا  الحل:

  ( )  .
 

    
  /  (

  

     
 

 

    
)    

 4
  

      
 

(   ) 

  (   )    
5  

  

      
      

 ,   - 
 ( )     

   

  

      
            ,   - 

ة المدروسة . لنثبت أف تقارب السمسم-   ,عمى المجاؿ مستمر  ( ) إف التابع 
. مف أجؿ ذلؾ نفرض جدلاً أف السمسمة المعطاة متقاربة بانتظاـ -   ,غير منتظـ عمى 

متقاربة بانتظاـ عمى  +( )  *, ايذا يعني أف متتالية المجاميع الجزئية -   ,عمى 
( ) مف التابع  -   , جؿ العدد الحقيقي أ, وىذا يعني أنو مف -   ,  , حيث   

  الموجب 
 

 
  بحيث يكوف:  ( ) , يوجد عدد طبيعي 

       
 

 
 عندما 

 اإف  ( )   , اإذا كاف -   ,  , لكؿ ( )    

 
 ف:أأي  -   , 

 .
 

 
/

    .
 

 
/
  

 

 
 أي أف   

 
 

 

 
, إذاً السمسمة التابعية المدروسة متقاربة لكف , وىذا مستحيؿ

 .-   ,ليس بانتظاـ عمى 
( )   لتي حدىا العاـ:ادرس التقارب المطمؽ لمسمسمة ا +  *  

     

       
 الحل:
 لدراسة التقارب المطمؽ لمسمسمة المعطاة نطبؽ اختبار النسبة حيث:       

     
     (   ) 

(   )   
  (   ) 

 :وبالتالي
     

   
|
    

  
|     

   
|
     (   ) 

(   )(   )
      

  

        
| 
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(   ) 
        

   
.

 

   
/
 

        
   

 

.  
 

 
/
  

   

 
 

 تتقارب السمسمة التابعية المعطاة بإطلاؽ إذا كاف: 

 
   أي      

 

 
 وىذا يعني: 

| |  √
 

 
 

∑لتكف السمسمة التابعية:  +  *   ( )
 
    ∑

     

  
 
 -   ,  المعراة عمى     

 والمطموب:
∫أثبت أف:    1-   ( )   

 

 
 ∑

 

(    )  
 
    

∑.أوجد   2-
     

  
 
   /

           اي النقط:   
 

 
         . 

 الحل:
 يكوف لدينا:    لكؿ  1-

|  ( )|  |
     

  
|  

 

  
 

احسب اختبار ااير شتراس تكوف السمسمة التابعية المعطاة متقاربة بانتظاـ عمى 
 , وبالتالي يمكف مكاممتيا حداً حداً أي: -   ,

∫   ( )   
 

 

 ∑ ∫
     

  
   

 

 

 

   

  ∑(
     

  
 

 

  
)

 

   

 ∑
(  )     

  

 

   

 ∑
 

(    ) 

 

   

 

∑إف السمسمة التابعية  2-
     

  
 
ىي سمسمة المشتقات لمسمسمة التابعية المفروضة ,     

 , وذلؾ لأف: -   ,وىذه السمسمة متقاربة بانتظاـ عمى 
|
     

  
|  

 

  
          ,   - 

∑وبالتالي    ( )
 
 , ويكوف لدينا: -   ,قابمة للاشتقاؽ عمى     

  
 ( )  

     

  
        ,   - 

 والتي يكوف مف أجميا:

  ( )  ∑
 

  

 

   

     .
 

 
/  ∑

(  ) 

(  ) 

 

   

        ( )  ∑
(  ) 
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    ارب المنتظـ لسمسمة التوابع المستمرة عمى المجاؿ مف المعموـ أف شرط التق +  *
دعـ امسمة التابعية, لكنو غير كاؼ , حدود السلشرط لازـ لممكاممة حداً  حداً   ىو

 ىذه المقولة مف خلاؿ السمسمة التابعية:

∑   ( )

 

   

 ∑(       )  (          )

 

   

         ,   - 

  الحل:
 المجاميع الجزئية لمسمسمة المفروضة ىي:إف متتالية        

  ( )                ,   -   
ف إابع الصفري وبشكؿ غير منتظـ )أي تتقارب مف الت +  *ف متتالية التوابع أكما 

, وبالتالي سمسمة التوابع (-   ,سمسمة التوابع المدروسة ليا مجموع يساوي الصفر عمى 
( ) تتقارب مف التابع الصفري   , مع ذلؾ نجد أف:بشكؿ غير منتظـ -   , عمى   

   
   

∫ (      )   
 

 

    
   

 

(   )(    )
   

 ف:إأي 

∫ ∑  ( )   

 

   

 

 

   ∑ ∫   ( )   
 

 

 

   

 

 : شتراس, ادرس التقارب المنتظـ لمسمسمتيف الآتيتيف عمى مستخدماً  اختبار ااير  +  *

 ∑
     

  

 

   

    ( )       ∑
  

     

 

   

    ( ) 

 الحل:
-  إف ىذه السمسمة متقاربة بانتظاـ عمى  1-  , وذلؾ: ,    

إذا  ,بة بانتظاـ ومجموعيا يساوي الصفر, االسمسمة المدروسة متقار    إذا كاف 
          , لدينا    كاف 

وكؿ   مف   يكوف لكؿ  , وبالتالي:            
 , لدينا:    

       
 

  

    
 

 

  
 

 وبما أف السمسمة العددية التي حدىا العاـ 

ماً , احسب اختبار ائمتقاربة د   
 شتراس تكوف السمسمة المفروضة متقاربة بانتظاـ.ااير 
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 :   وميما تكف   مف   لدينا مف أجؿ جميع قيـ  2-
|  ( )|  |

     

  
|  

 

  
 

∑بما أف 
 

  
 
)حسب اختبار الجذر النوني(, اإف سمسمة عددية متقاربة     

 شتراس.بانتظاـ, وذلؾ حسب اختبار ااير  السمسمة المدروسة متقاربة
 لتكف السمسمة التابعية:  +  *

 

   
 ∑

 

(     )(   )

 

   

 

 , والمطموب:-   ,المعراة عمى المجاؿ 
 .-   ,بدلالة الباقي النوني لمسمسمة السابقة, ادرس التقارب المنتظـ عمى 

  الحل:
 لمسمسمة المعطاة: ( )  لنوجد أولاً  المجموع الجزئي النوني        

  ( )  
 

   
 

 

(   )(   )
 

 

(   )(   )
   

 
 

(     )(   )
 

 الكسور نجد: ؽريفوباستخداـ عممية ت
  ( )  

 

   
 (

 

   
 

 

   
)  (

 

   
 

 

   
)    

 (
 

     
 

 

   
) 

 وبالتالي يكوف:
  ( )  

 

   
        ,   - 

 إذا ً 
 ( )     

   
  ( )     

   

 

   
   

 وبما أف:
|  ( )|  |  ( )   ( )|  

 

   
         ,   - 

 ( ) معطى, ولنبحث عف العدد الطبيعي  عدد حقيقي    ف أف لنفرض الآ
|( )  |بحيث يكوف:   

 

   
, إف المتراجحة السابقة ( )   , مف أجؿ   
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 تتحقؽ عندما يكوف    

 
, اإذا كاف -   ,  يما يكف , وذلؾ م  

 ( )  
 

 
|( )  |, اإف المتراجحة  , ذلؾ ميما يكف ( )   تتحقؽ عندما    

 .-   ,. إذاً السمسمة متقاربة بانتظاـ عمى -   ,  
∑حدد منطقة )مجاؿ( تقارب السمسمة التابعية   +  *   ( )

 
    ∑ (  )   

    
  الحل:

( )  إف الحد العاـ ليذه السمسمة ىو:          , ىو معرؼ مف اجؿ جميع   (  ) 
 . مف   قيـ 

العددية الناتجة ستكوف متباعدة , اإف السمسمة   مف   قيمة المتحوؿ    بفرض 
 ماً , لأنو: بتطبيؽ اختبار النسبة نجد:ائد

   
   

|
    ( )

  ( )
|     

   
|
(   )   

   

    
 |     

   
(   ) |  |    

ة , إذاً  السمسم تسعى إلى   وبما أف النياية الأخيرة غير محدودة عندما 
, اإف     وجد منطقة تقارب لمسمسمة. أما إذا كاف تالمدروسة متباعدة وبالتالي لا 

, واي ىذه الحالة إف منطقة تقارب السمسمة التابعية المدروسة مف نقطة السمسمة ستتقارب
 .+ *واحدة ىي 

∑ارب المنتظـ لسمسمة التوابع: ادرس التق  +  *
  (    )

      
 
    

 .     و  -   ,  وذلؾ مستفيداً  مف اختبار آبؿ حيث 
  الحل:

( )  المعراة مف خلاؿ:    +( )  *إف متتالية التوابع          
 

      
متناقصة مف  

, وكذلؾ محدودة , )بؿ محدودة بانتظاـ( عمى  -   ,مف   وكؿ   مف   أجؿ كؿ 
∑. مف جية ثانية إف السمسمة التابعية 1بالعدد  -   ,المجاؿ    (    ) 

متقاربة     
 , لأف:     حيث  -   ,بانتظاـ عمى المجاؿ 

|∑  ( )

 

   

|  |  (    )      (    )       (    )|   

 |                 |  | |  |   | |        |   

   (   )          
      (   )

   
  (   ) 
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-ثبات أنو متقاربة بانتظاـ عمى إمف أجؿ  , وذلؾ بأف      حيث  ,    
 بالشكؿ: ( ) العدد الطبيعي     نأخذ مف أجؿ 

 ( )  |
      (   )

   
| 

 وبالتالي االعلاقة:  

        ( )      |∑  ( )

 

   

|    

( ) , وكؿ -    ,مف   محققة مف أجؿ كؿ  , وبالتالي ايي     
 .     حيث  -   ,متقاربة بانتظاـ عمى 

 إذاً احسب اختبار آبؿ لتقارب سلاسؿ التوابع تكوف سمسمة التوابع:

∑
  (    )

      

 

   

 

 .     , حيث  -   ,متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ 
 التي تكوف عندىا سمسمة القو :  أوجد جميع قيـ  +  *

  
 

 
  

 

  
      

 

  
      

 .متقاربة إطلاقاً 
 الحل:

   بما أف: 
 

     
   

 ايكوف:   

   
   

|
    

  
|     

   
|
(   ) (   )

    
 
  

   
|     

   
|
(   ) 

  
| 

    
   

(
   

  
) | |  

 

 
| | 

 , إذا تحقؽ:لمدروسة متقاربة أطلاقاً السمسمة اوحسب اختبار النسبة تكوف 
 

 
| | | |أو            أي أف    

 وتتباعد السمسمة المدروسة إذا كاف: 

 
| |  .    أو     وىذا يعني أف    

 أما إذا كاف 

 
| |  , عندئذٍ  اختبار النسبة يفشؿ.  

 اي السمسمة المفروضة نحصؿ عمى السمسمة العددية:    بوضع 
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∑
 

  
  

 

   

 ∑ 

 

   

          

 وىي متباعدة.
 اي السمسمة المفروضة سنجد السمسمة العددية:     بوضع 

∑
 

  
(  ) 

 

   

 ∑  (  ) 
 

   

            

 متباعدة.أيضاً وىي 
ىي  إطلاقاً ة المدروسة متقاربة التي تكوف عندىا السمسم  إذاً مجموعة قيـ 

-     ,. 
∑التي يكوف مف أجميا السمسمة   أوجد جميع قيـ  +  *      

 متقاربة.    
 الحل: 
 , اإف:   . إذا كاف        لدينا:       

   
   

|
    

  
|     

   
|
(   )     

    
|     

   
|(   ) |     

   
(   ) | |

   
 .   السمسمة المدروسة متباعدة, وتكوف متقاربة إذا كاف  وحسب اختبار النسبة

 أوجد قطر تقارب السمسمة التي حدىا العاـ: +  *

   (  ) 
     

(    ) 
 

 ونصؼ قطر تقارب مشتقيا.
 الحل:
 إف نصؼ قطر تقارب السمسمة المعطاة ىو:      

     
   

|

(  ) 

 (   ) 

(  )   

(    ) 

|     
   

(    )    

 والسمسمة المشتقة ىي:



  
95 

 

  

     
  (  ) 

   

(  ) 
 

 ونصؼ قطر تقاربيا ىو:

      
   

 

(  ) 

 

(    ) 

   

 أوجد نصؼ قطر تقارب السمسمة , التي حدىا العاـ ىو: +  *
   (  )         

 ونصؼ قطر السمسمة الناتجة عف تكامميا.
 الحل:
 إف نصؼ قطر تقارب السمسمة التي حدىا العاـ معطى كما سبؽ ىو:      

     
 

|
(  )   

(  ) 
|    

 إف السمسمة الناتجة عف تكامميا ىي:
   

(  )   

    
      

 ونصؼ قطر تقاربيا ىو:

      
   

|
(  )    (    )

(  ) 

  
  

|     
   

    

    
   

       إذف 
 تقارب السمسمة:حدد مجاؿ  +  *

(   )  (   )     (   )     
 الحل:
 , ايكوف لدينا:      لمسيولة, نفرض       

              
| |وىي متقاربة عندما   وىي سمسمة ىندسية أساسيا  |   |ف , أي إ    أو    

عند طراي المجاؿ تكوف السمسمة متباعدة )تأكد مف       أو          
 ذلؾ(.
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∑ادرس تقارب السمسمة  +  *
   

  (   )
 
    

 الحل:
 إف نصؼ قطر تقارب السمسمة ىو:      

     
   

|
    

  
|     

   

 

  (   )

 

  (   )

    
   

  (   )

  (   )
   

-والسمسمة متباعدة اي المجاؿ  خارج المجاؿ السابؽ أما  مطمقاً , ومتقاربة ,    
∑, اتصبح السمسمة المعطاة:     مف أجؿ 

(  ) 

  (   )
 
, وىي سمسمة متناوبة    

 وبتطبيؽ اختبار لايبنز نجد أنيا متقاربة وسمسمة قيميا المطمقة متباعدة.
∑, تصبح السمسمة المعطاة:    ومف أجؿ 

 

  (   )
 
, وىي سمسمة متباعدة    

∑وذلؾ بمقارنتيا مع السمسمة التوااقية 
 

 
 
   . 
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 تمرقـات غير محؾوؾة

( )  , التي حدىا العاـ ىو: +( )  *لتكف المتتالية التابعية  (1)  
     

 
حيث  

 :, أثبت أف -   ,       
   
   

  ( )            ,   - 
∑إذا كانت السمسمة التابعية  (2)   ( )

 
( )  ف إ, حيث      

  

(    ) 
مف   لكؿ  

 , ثـ أوجد مجموعيا.أثبت أنيا متقاربة ,-    ,  ولكؿ   
∑لتكف السمسمة  (3)   ( )

 
( )  حيث       

  

, بيف أف ىذه  (    )          
 .     حيث  (    )السمسمة متقاربة تقارباً  منتظماً  عمى المجاؿ 

( )  ادرس التقارب المنتظـ لمسمسمة التي حدىا العاـ  (4)  
     

  
 . عمى  

∑لتكف  (5)   (    )  
 , أثبت صحة العلاقة:-   ,  , حيث     

∫    
   

  ( )    
 

 

    
 

∫   ( )   
 

 

 
 بالشكؿ: -   ,متتالية تابعية معراة عمى المجاؿ المغمؽ  +( )  *لتكف  (6)

*  ( )+  {
  

  
}       ,   - 

والمطموب دراسة قابميتو المكاممة  (     )عدد حقيقي غير سالب   حيث 
 .-   ,والاشتقاؽ حداً حداً ليذه المتتالية عمى المجاؿ 

 :لتكف السمسمة التابعية (7)

∑(    )

 

   

 ∑(      )  (          )

 

   

 

 .-   ,ثـ ادرس تقاربيا المنتظـ عمى  ( )  المطموب أوجد المجموع الجزئي النوني 
 التابعية التالية: حدد منطقة تقارب السلاسؿ (8)

( )  ∑
    

(   ) 

 

   

      ( )  ∑
  

  

 

   

       ( )  ∑
 

   

 

   

 

 ادرس التقارب المنتظـ لمسلاسؿ التابعية: (9)

( )      ∑
   (  ) 
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( )     ∑
    

(   ) 

 

   

             

∑أثبت أف السمسمة التابعية  (10)
  

(    ) 
 
, ثـ أوجد متقاربة  مف   , لكؿ     

 .-    ,  مجموعيا عمى المجاؿ 
( )        أثبت أنو  (11) الحد العاـ  ( )  , حيث أف -   ,          

∑لمسمسمة التابعية     ( )
 
    ∑

     

 
 
   . 

∑لتكف السمسمة التابعية:   (12)
  

  
 
          - , أثبت أف ىذه السمسمة متقاربة ,    

-بانتظاـ عمى المجاؿ   .     ف إ, حيث ,    

 , أثبت صحة العلاقة التالية:-   ,       +   *لتكف المتتالية التابعية  (13)

   
   

4∫       
 

 

5  ∫    
   

(   )
 

 

 

∑أثبت أف السمسمة التابعية   (14)
(  ) 

    
 
 .ليست متقاربة مطمقاً     

(( )        )صحة العلاقة:  أثبت (15)
          

 ( )  , 
( )  حيث            ∑ .   

 

 
/ 

 .-    ,  عمى     
 :مطمقاً التي تجعؿ السمسمة التابعية متقاربة تقاربا ً   حدد قيمة  (16)

  
 

 
  

 

  
      

 

  
      

∑حدد مجاؿ تقارب السمسمة التابعية  (17)
 

√ 
   

    

 والمطموب:               لتكف السمسمة:  (18)
 أوجد الحد العاـ. 1.

 أوجد مجاؿ التقارب. 2.

 احسب مجموع السمسمة. 3.
  , واحسب مجموعيا:عيف مجاؿ تقارب السمسمة التالية (19)

  

  
 

  

  
 

  

  
    

     

(    ) 
    

 حدد مجاؿ تقارب السمسمة التي حدىا العاـ: (20)
   

 (   ) 

  (    )
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 , ثـ عيف مجاؿ تقاربيا:ب الحد العاـ لمسمسمة الآتيةاكت (21)
 

   
 

  

    
 

  

    
    

 حدد مجاؿ تقارب السمسمة: (22)
  

   

  
 

(   ) 

  
 

(   ) 

  
    

  لتكف السمسمة:  (23)
  

 
 

  

 
 والمطموب:    

 أوجد الحد العاـ ليا. 1.

 حدد مجاؿ تقاربيا. 2.

 مجموع السمسمة الناتجة عف اشتقاقيا واحسب مجموعيا.  احسب بدلالة  3.
 لتكف السمسمة:  (24)

 
   

 

   
  

 

   
 والمطموب:      

 أوجد الحد العاـ. 1.

 حدد مجاؿ تقاربيا. 2.
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 ليونارد أويمر:
حتى  1707ي المولد, عاش مف ر وايزياء سويسعالـ رياضيات 

ع آؿ حيث تب, وقد عمؿ معظـ الوقت اي ساف بطرسبرغ 1783
برنولمي, ثـ اي برليف بدعوة مف اريدريؾ الأكبر, ولقد اشتير 
بقدرتو عمى إنجاز العمميات المعقدة ذىنياً, وواصؿ عممو حتى بعد 
اقد بصره, ويعتبر واحداً مف أعظـ الرياضييف عبر التاريخ, اقد 

ورقة بحثية وكتاباً منيجياً اىتمت بكؿ اروع  400نشر أكثر مف 
ورقة ظيرت بعد وااتو, وكانت أىـ إسياماتو اي  350تقريباً, ىذا بالإضااة إلى الرياضيات 

 اليندسة التحميمية والحساب وحساب المثمثات وبالتالي إسيامو اي توحيد كؿ الرياضيات.
 

 أوغستين لويس كوشي:
إلى  1789عالـ رياضيات وايزياء ارنسي عاش اي الفترة مف 

بالدقة تأثير عظيـ اي معظـ , كاف لأعمالو التي تميزت 1857
اروع الرياضيات, وبخاصة وضع أسس التحميؿ الحديث بدلالة 
النيايات والاستمرار, وطور نظرية الدواؿ اي متغيرات عقدية, بعد 
انتياء خدماتو كميندس اي القوة التي كانت تعد لغزو نابميوف 

ت لبريطانيا والتي لـ تتـ, وشجّعو عمى متابعة نشاطو اي الرياضيا
العالـ لابلاس والعالـ لاغرانج وأصبح أستاذاً لمرياضيات اي مدرسة البوليتكنيؾ والسوربوف, وكمية 

انفي  1830ارنسا, وبسبب آرائو السياسية والدينية راض أف يقسـ يميف الولاء لمويس ايميب سنة 
و, ولكنو مع حفيد تشارلز العاشر, وعينتو جامعة تورينو اي منصب كرسي أستاذيو أنشئ مف أجم

عملًا, تتضمف مقالات حوؿ  789تركو لتعميـ حفيد تشارلز العاشر, ولقد نشر ما مجموعو 
التكاملات المحدودة وانتشار الموجات, كما نشر أوراؽ بحثية اي اليندسة ونظرية الأعداد 

 والمرونة ونظرية الخطأ والفمؾ والضوء.
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 سلاسل ايقوى )ايسلاسل ايصحاحة(
(Power Series) 

  تمييد:
ف لسلاسؿ القو  المكانة الأولى مف حيث الأىمية بيف السلاسؿ : إيمكف القوؿ

التابعية. يعود الفضؿ إلى نشوء سلاسؿ القو  لمفمكي والرياضي الألماني نيكولاوس 
 الرياضي الفيزيائي إسحاؽ نيوتف  , ومف ثـ عمى يدؽ.ـ 1665ميركاتور, وكاف ذاؾ عاـ 

لأخير الصيغة العامة لسمسمة القو . إف اكرة نشوء سلاسؿ القو  أتت عند حيث قدـ ا
, عند محاولة إيجاد المشتؽ الأوؿ جاد مشتؽ تابع مفروض, وبشكؿ خاصمحاولة إي

 لمتابع العكسي لتابع ما.
 :(           )( سمسمة القوى 1) تعريف

, متحوؿ حقيقي  , ولنفرض أف أعداداً حقيقية             و    لتكف 
 عندئذٍ نسمي كؿ سمسمة تابعية مف الشكؿ:

     (    )       (    )
     

 أو اختصاراً  بالشكؿ:

∑  (    )
 

 

   

                ( ) 

, أما بمركز السمسمة   , نسمي عادة (    )اي  بسمسمة قوى حقيقية
 .مة القوىبأمثال أو معاملات سمسانسمييا         

, وذلؾ نظراً  التحميؿ الرياضي وتطبيقاتو( تمعب دوراً  ميماً  اي 1إف السمسمة )
 . لكوف مجاميعيا الجزئية كثيرات حدود بالنسبة لػ 

بما أننا لف ندرس اي ىذا المقرر سو  سلاسؿ القو  الحقيقية اسوؼ نقوؿ عف 
 ختصار(.: إنيا سمسمة قو  )عمى سبيؿ الا(1السمسمة )
( لأخذت   )أي انسحاباً نحو المبدأ بمقدار        أجرينا التحويؿ  إذا
 ( الشكؿ:1السمسمة )
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∑    
 

 

   

   ( ) 

∑إذا يمكف كتابة:    (    )
  

    ∑     
  

, امثلاً  لتكف    
∑

(   ) 

  
 
∑عندئذٍ السمسمة السابقة تأخذ الشكؿ       , إذا كاف    

  

  
 
    

 . والسمسمة الأخيرة ىي سمسمة قو  اي 
, لذا ستتركز (1) لا يغير مف عمومية دراسة السمسمة بما أف التحويؿ السابؽ

∑دراستنا عمى السمسمة     
  

 (.1) بدلاً مف السمسمة    
 ( تؼارب وتباعد دلادل اؾؼوى:1-2)

 (                                          ) 
∑أو (1) ة القو سمأو تباعد سم ف دراسة تقاربإ    

  
قيـ المتحوؿ ب يتعمؽ    

 . 
 (:2) تعريف

إذا كانت سمسمة الأعداد الحقيقية   إنيا متقاربة إلى  :نقوؿ عف سمسمة قو 
∑    

  
 .ذلؾ نقوؿ عنيا إنيا متباعدة , غيرتقاربةم    

إذا كانت متقاربة لكؿ     نقوؿ عف سمسمة قو  إنيا متقاربة اي المجموعة 
 . مف   عدد حقيقي 

  (:1) مثال
∑لأجؿ أي مف الأعداد الحقيقية تكوف سمسمة القو :        

  

  
 
 متقاربة.    

  الحل:
   الحد النوني ليذه السمسمة ىو        

  

 , وبالتالي باستخداـ اختبار النسبة نجد:  

   
   

|
    

  
|     

   

|    |     

|  |   
    

   
|
 

 
|  |

 

 
| 

| |تتقارب سمسمة القو  إذا كاف:  

 
| |أو     )تتباعد سمسمة القو  إذا كاف    

| |   ) 
| |الحالة   سنجد )بعد التعويض( اي السمسمة:    اذا كاف    
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∑
  

  

 

   

 ∑
  

  

 

   

 ∑  

 

   

 

 وىي سمسمة متباعدة.
∑نجد: س, ا     إذا كاف 

  

  
 
    ∑ (  )  

 متباعدة.أيضاً وىي     
-ذاً  تتقارب سمسمة القو  اي المجاؿ المفتوح إ     ,. 
 (:3) تعريف

∑نقوؿ عف سمسمة القو      
  

( إذا كانت إطلاقاً ) مطمقاً إنيا متقاربة     
∑ سمسمة القيـ المطمقة: |   

 | 
    |  |  |   |     |   

 |     ,
 متقاربة.

 , والمسماة بمبرىنة آبؿ ميمة جداً لدراسة تقارب سلاسؿ القو .التالية المبرىنة
 :(    )( مبرىنة آبل 1) مبرىنة

∑اذا تقاربت السمسمة  1-     
  

, عندئذٍ تكوف متقاربة     حيث    اي النقطة     
| |المحققة:   مف أجؿ جميع قيـ إطلاقاً   |  |. 

  , عندئذٍ تكوف متباعدة مف أجؿ جميع قيـ   اذا تباعدت السمسمة السابقة اي النقطة  2-
|  |المحققة   | |. 

 البرىان:
∑بما أف السمسمة  1-    

  
, اإف السمسمة العددية   متقاربة اي النقطة  ( )      

∑     
  

تسعى   متقاربة, وبالتالي اإف حدىا العاـ يسعى نحو الصفر عندما      
    *نحو اللانياية, وىذا يعني أف المتتالية العددية 

متقاربة, الأمر الذي يؤدي  + 
بحيث   إلى كونيا متتالية محدودة , وىذا يعني وجود عدد حقيقي موجب وليكف 

 :يكوف
|    

 |       ( )                  
∑بإعادة كتابة السمسمة     

  
 بالشكؿ:    

       (
 

  
)      

 (
 

  
)
 

        
 (

 

  
)
 

    
 وبالنظر إلى سمسمة القيـ المطمقة ليا نجد:
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|  |  |    | |
 

  
|  |    

 | |
 

  
|
 

    |    
 | |

 

  
|
 

         ( ) 
نجد أف كؿ حد مف حدود السمسمة الأخيرة أصغر مف  ( )بالاستفادة مف العلاقة 
 الحد المقابؿ لو اي السمسمة:

   |
 

  
|   |

 

  
|
 

     |
 

  
|
 

    
| |تتحقؽ المتراجحة:   لكف مف أجؿ كؿ قيمة لػ  وبالتالي السمسمة  |  | 

|  الأخيرة سمسمة ىندسية أساسيا 
 

  
| يؤدي  , وىذا بدورهربة, وبالتالي ايي متقا  

 (.3) ب المطمؽ لمسمسمةإلى التقار  حسب اختبار المقارنة
|  |تحقؽ المتراجحة:    نفرض جدلاً  وجود نقطة ولتكف  2- , وبحيث تكوف |  | 

, وىذا   النقطة  ( متقاربة اي2( تكوف السمسمة )1) , احسب( متقاربة2السمسمة )
 يناقض الفرض.

 (: 1) نتيجة
نقطة تقارب سمسمة القو     نستنتج مف المبرىنة السابقة أنو إذا كانت        

∑    
  

اي جميع نقاط المجاؿ المفتوح: إطلاقاً , اإف ىذه السمسمة تتقارب    
- اإف ىذه السمسمة تتباعد اي    متباعدة اي  سمسمة القو , أي إذا كانت ,|  | |  | 

-  جميع النقاط الواقعة خارج المجاؿ  |  | |  |,. 
 (: 1) ملاحظة

∑)اي حالة السمسمة   توجد سلاسؿ قو  لا تتقارب إلا مف أجؿ    (    )
  

    
∑, امثلاً  لو أخذنا سمسمة القو  (    لا تتقارب إلا مف أجؿ       

لوجدنا أنيا     
∑, اي ىذه الحالة نقوؿ إف سمسمة القو  اقط    تتقارب مف أجؿ     

  
    

 .متباعدة في كل مكان
 (:2) مبرىنة

∑لتكف سمسمة القو      
  

 , وليس متقاربة لكف ليس مف أجؿ جميع قيـ     
بحيث تتقارب ىذه السمسمة     , عندئذٍ يوجد عدد حقيقي موجب    مف أجؿ 

| |مف أجؿ  إطلاقاً  | |جؿ , وتتباعد مف أ     . 
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 البرىان:

, مجموعة محدودة  أولاً  أف , ولنبرىف السمسمة السابقةمنطقة تقارب ل  لنرمز بػ 
, ىذه النقطة موجودة ارضاً احسب مبرىنة آبؿ لسمسمة السابقةاييا ا باعدتنقطة ت   لتكف 

| |السابقة تتحقؽ المتراجحة   |  | 
 مجموعة محدودة.   وىذا يعني أف   مف   مف أجؿ جميع قيـ 

, بوضع (   )مى تممؾ حداً أعمى أصغريا ً وبما أف كؿ مجموعة محدودة مف الأع
)ليس  ف السمسمة المفروضة متقاربة ارضاً لأ حتماً وذلؾ    اإف  ,| |        

| |بحيث تتحقؽ المتراجحة:   (. لنختر أي قيمة لػ    مف أجؿ  , وبالتالي   
| |بحيث يكوف   مف    ( يمكف إيجاد    )حسب تعريؼ الػ   |  | , وبالتالي   

 المختارة.  وحسب مبرىنة آبؿ السابقة ينتج التقارب المطمؽ لمسمسمة المدروسة مف أجؿ 
ني أف , وىذا يع   , اإف | |  بحيث تتحقؽ المتراجحة   أما إذا أخذنا 

 . تباعدة عند النقطة مسمسمة القو  المدروسة 
 ( ـصف ؼطر تؼارب دؾسؾة اؾؼوى:2-2)

 (                                         ) 
∑لتكف سمسمة القو      

  
, ولندرس تقاربيا المطمؽ , وذلؾ بتطبيؽ اختبار    

 مقدار ثابت(:  النسبة عمى سمسمة قيميا المطمقة )نعتبر أف 

   
   

|
    

  
|     

   
|
     

   

    
|  | |    

   
|
    

  
| 

|      اإذا ارضنا أف 
    

  
|  

 

 
|       , اإننا سنجد:

    

  
|  

| |

 
 ,

 وحسب اختبار النسبة لدينا الحالات التالية:
∑تكوف سمسمة القو   1-    

  
| |متقاربة عندما     

 
| |, أي أف:       . 

∑تكوف سمسمة القو   2-    
  

| |متباعدة عندما     

 
| |ف: , أي إ      . 

| |ليست متقاربة وليست متباعدة( عندما السمسمة حالة شؾ ) لديناتكوف  3-

 
, أي   

| |أف:    . 
|        نسمي العدد       

  

    
        أو  ,( ) |

 

√|  |   
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∑ بنصف قطر تقارب سمسمة القوى    
  

-كما نسمي المجاؿ      بمجاؿ  ,    
 تقارب سمسمة القو  السابقة.

  (:2) ملاحظة
∑غالباً  ما يتـ تحديد نصؼ قطر تقارب سمسمة القو             

  
بتطبيؽ اختبار     

(. امثلاً  عند تطبيؽ اختبار 4) , أو مف العلاقةالنوني )كوشي( أو اختبار النسبة الجدر
∑الجذر النوني عمى السمسمة  |   

 | 
 نستنتج أف:    

     
   

 

√|  |
 

   ( ) 

  (:3) ملاحظة
∑سمسمة القو             

  
-تتقارب عند طراي المجاؿ  قدو قد تتباعد          ,  ,

 أحد الأشكاؿ  اؿ تقارب سمسمة القو  السابقة يكوف لووبالتالي اإف مج
-     ,      -     -       ,    ,       ,    - 

  حالات خاصة:
|      لنفرض أف النياية:        

    

  
 , عندئذٍ:  موجودة وتساوي العدد  |

∑اإف نصؼ قطر تقارب سمسمة القو      إذا كاف  1.    
  

أي   ىو     
 .  جميع النقاطوالسمسمة تكوف متقاربة مف أجؿ     

كما أف ,     حيث   القو  متباعدة مف أجؿ جميع قيـ اسمسمة     اذا كاف  2.
 .   , أي نصؼ قطر تقاربيا ىو الصفر

( غير موجودة, الإيجاد نصؼ قطر تقارب سمسمة 5( أو )4إذا كانت النيايات اي ) 3.
دالامبير أو اختبار الجذر النوني )كوشي(  اختبار القو  السابقة, نطبؽ بشكؿ مباشر

 والأمثمة الآتية توضح ماسبؽ.
  (:3) مثال

∑, تكوف سمسمة القو   مف أجؿ أي قيـ لػ              
 متقاربة.    

  الحل:
 , وبالتالي:    السمسمة المعطاة ىي سمسمة قو  مركزىا        

   
   

|
    

  
|     

   
|
(   )     

    
|  | |    

   
(   )    
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سمسمة القو  المدروسة متباعدة, واي ىذه الحالة يكوف تكوف      اإنو مف أجؿلذلؾ 
 .   نصؼ قطر تقاربيا ىو 

  (:3) مثال
∑حدد نصؼ قطر سمسمة القو :          

  

  

 
    

 الحل:
   
   

|
    

  
|     

   
|
     (   ) 

     
|  | |    

   

 

   
   

, أما نصؼ قطر تقاربيا ايو الحقيقية  قيـ  مف أجؿ جميعسمسمة القو  متقاربة 
   . 

 (: 4) مثال
 حدد نصؼ قطر تقارب ومجاؿ تقارب سمسمة القو :       

∑
(  )   

√   

 

   

 

  الحل:
 لدينا:        

   
(  )   

√   
 

 وبالتالي:

   
   

|
    

  
|     

   
|
(  )       

√   
 
√   

(  )   
|   | |    

   
√
  .

 

 
/

  .
 

 
/

  | | 
| | تتقارب سمسمة القو  المفروضة عندما  | | , وتتباعد عندما       

| |وبالتالي اإف مجاؿ تقاربيا ىو   
 

 
| |, وتتباعد عندما   

 

 
, وبالتالي اإف نصؼ 

  قطر تقاربيا ىو 
 

 
-. ومجاؿ تقارب السمسمة ىو   

 

 
 
 

 
لكف ضروري دراسة  ,

 0التقارب عند طراي المجاؿ 
 

 
 
 

 
    , اإذا كاف ضرورية 1

 

 
عندئذٍ سنحصؿ عمى  

 السمسمة العددية:
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∑
(  ) .

 

 
/
 

√   

 

   

 ∑
 

√   

 

   

 

  وىي سمسمة عددية متباعدة )لمتأكد استخدـ اختبار التكامؿ(. إذا كاف 
 

 
 

 اسنجد أف السمسمة العددية:

∑
(  )  .

 

 
/
 

√   

 

   

 ∑
(  ) 

√   

 

   

 

 متقاربة.
-إذاً مجاؿ تقارب سمسمة القو  المدروسة ىو   

 

 
 
 

 
-. 

∑جميع الأمثمة السابقة كانت لسلاسؿ القو  التي مف الشكؿ     
  

أما إذا     
∑كانت سمسمة القو  مف الشكؿ    (    )

  
د مجاؿ تقاربيا ونصؼ اكيؼ نحد    

 , مف أجؿ ذلؾ نقدـ المثاؿ التالي:قطر تقاربيا
  (:5) مثال

 حدد مجاؿ تقارب السمسمة:       
(   )  (   )  (   )     (   )     

 الحل:
 .    السمسمة المدروسة ىي سمسمة قو  مركزىا 

تأخذ  , بعد التعويض     لدراسة مثؿ ىذا النوع مف سلاسؿ القو , نعوض 
 السمسمة المدروسة الشكؿ:

                 
| |, وبالتالي مجاؿ تقاربيا  وحدىا الأوؿ   والأخيرة ىي سمسمة ىندسية أساسيا     

|   |أي  وبعد دراسة التقارب عند       أو          أو    
, وبالتالي اإف    و     طراي المجاؿ الأخير نجد أف السمسمة متباعدة مف أجؿ 

 .,   -مجاؿ تقاربيا ىو: 
∑ف مجاؿ تقارب سمسمة القو  نستنتج مف المثاؿ السابؽ أ   (    )

  
ىو     

 ىو نصؼ قطر تقارب ىذه السمسمة.  , حيث  ,         -المجاؿ المفتوح 
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  (:6) مثال
∑تقارب سمسمة القو  التالية:  مجاؿحدد        

(   ) 

  
 
ي ا, ثـ ادرس تقاربيا اي طر    

 .ياتقاربمجاؿ 
 الحل: 
 , نجد أف نصؼ قطر تقاربيا ىو:تخداـ اختبار الجذر النوني)كوشي(باس       

     
   

  √|  |
 

    
   

 

√.
   

 
/
  
    

   

 

|   |
 

 

|   |
      

  |   |                         
مجاؿ التقارب  اي طراي, أما ,   -مجاؿ تقارب السمسمة المفروضة ىو  اذاً 
, وذلؾ )بعد التعويض( نجد أف سمسمة القو  متباعدة عند طراي مجاؿ التقاربسالسابؽ ا
∑مف السمسمتيف العدديتيف  لأف كلاً    

∑و      (  )  
 ف.متباعدتا    

 (:7) مثال
∑ادرس تقارب سمسمة القو :         (  )  

    
 الحل:

 باستخداـ 
  

 

   
   

√|  |
 

 
 

   
   

√    
 

   
   

 
   

 .   ماً  باستثناء متباعدة دائ وىذا يعني أف سمسمة القو  المعطاة
 (3) مبرىنة آبل الثانية:

∑نصؼ قطر تقارب سمسمة القو    ليكف     
  

, عندئذٍ ىذه السمسمة    
-يقع ضمف المجاؿ  -   ,وبانتظاـ اي أي مجاؿ مغمؽ وليكف  إطلاقاً تتقارب      ,. 
 البرىان:

-تقعاف ضمف المجاؿ     ف بما أف النقطتي وبالتالي يمكف إيجاد عدد  ,    
تنتمي   . وبما أف | |و  | |مف ىذا المجاؿ وبحيث يكوف أكبر مف العدديف   وليكف 
∑, اإف السمسمة مجاؿ تقارب سمسمة القو  المفروضةإلى     

  
, مف إطلاقاً تتقارب     

   |, بما أف جية ثانية
 |  |   

, وميما تكف -   ,مف   , مف أجؿ جميع قيـ | 
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ف سمسمة القو  المفروضة متقاربة بانتظاـ عمى ىذا , احسب اختبار ااير شتراس تكو  
 المجاؿ وىو المطموب.

 (: 4) ملاحظة
∑مبرىنة آبؿ الثانية تؤكد عمى التقارب المنتظـ لسمسمة القو             

  
اي كؿ     

-مجاؿ مغمؽ مف المجاؿ  , أما تقارب سمسمة القو  السابقة اي المجاؿ ,    
-  ايمكف أف لا يكوف منتظماً. ,    

 ( بعض خواص دلادل اؾؼوى:3-2)

∑نقدـ بعض أىـ خواص سلاسؿ القو      
  

 مف خلاؿ المبرىنات التالية:    
 (:4) مبرىنة

∑نصؼ قطر تقارب سمسمة القو   ليكف    
  

إذا كانت ىذه ,      ىو ,   
اإف , (مطمقاً )ليس بالضرورة أف يكوف ىذا التقارب      مف أجؿالسمسمة متقاربة 
 .-   ,متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ  سمسمة القو  تكوف

 البرىان:
 , عندىا يمكننا كتابة:-   ,  ليكف 

∑    
 

 

   

 ∑   
 .

 

 
/
 

 

   

 

وباستخداـ اختبار آبؿ لمسلاسؿ التابعية )الفصؿ السابؽ( نجد أف سمسمة القو  
∑, وذلؾ لأف السمسمة العددية -   ,متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ المفروضة     

  
    

, كذلؾ إف المتتالية التابعية -   ,متقاربة ومف ثـ كسمسمة تابعية متقاربة بانتظاـ عمى 
.التي حدىا العاـ 

 

 
/
 لأف: -   ,مضطرة ومحدودة بانتظاـ عمى   

  
 

 
 .

 

 
/
 

    .
 

 
/
 

      
 (:5) مبرىنة
∑ذا كاف نصؼ قطر تقارب سمسمة القو  إ    

  
ذا ,    موجباً  أي      وا 

 ىذه عمى مجاؿ التقارب اإف ىذاسمسمة القو  ىو تابع مجموع   التابع الحقيقي  كاف
-مستمر عمى مجاؿ التقارب   التابع      ,. 
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 البرىان:
-   لتكف  مجاؿ مغمؽ , احسب خواص الأعداد الحقيقية يمكف إيجاد  ,    

-   ,بحيث  -   ,وليكف  وبالتالي اإف سمسمة  -   ,   وبحيث تكوف  -    , 
 حسب مبرىنة آبؿ الثانية. -   ,القو  المفروضة متقاربة بانتظاـ عمى 

وبما أف السلاسؿ التابعية ىي سلاسؿ لتوابع مستمرة عمى اترة تقاربيا ايكوف تابع 
   ( مف الفصؿ السابؽ(. وبما أف 1) حسب المبرىنة)   مستمراً  اي النقطة   المجموع 

-نقطة اختيارية مف  -مستمراً  عمى المجاؿ   , ايكوف التابع ,         ,. 
 (:6) مبرىنة

∑لتكف      
  

, إذا كانت ىذه    سمسمة قو  بنصؼ قطر تقارب     
, عندئذٍ لا يمكف أف يكوف تقارب سمسمة القو  ىذه    السمسمة متباعدة مف أجؿ 

 .-   ,منتظماً  عمى 
 البرىان:

, احسب -   ,نفرض جدلاً أف سمسمة القو  المفروضة متقاربة بانتظاـ عمى 
 خاصة الاستمرار لدينا:

   
     

∑    
 

 

   

 ∑  

 

   

   
     

   ∑    
 

 

   

 

∑العددية ف السمسمة وىذا يؤدي إلى أ    
  

ذاً  متقاربة وىذا يناقض الفرض إ    
 .-   ,تقارب سمسمة القو  المفروضة غير منتظـ عمى المجاؿ 

 (:7) مبرىنة
∑المجموع لسمسمة القو   ىو   أف نفرض    

  
التقارب, والتي اي مجاؿ     

, وذلؾ مف أجؿ -   ,قابلاً  لممكاممة عمى   , عندئذٍ يكوف التابع     نصؼ قطرىا 
| |والمحققة لممتراجحة   مف   جميع قيـ   , ويكوف لدينا:  

∫ ∑    
    

 

   

 

 

 ∑   

 

   

∫      
 

 

 ∑
  

   

 

   

           | |    

 ( اي الفصؿ السابؽ.12تبرىف تماماً  كما اي برىاف المبرىنة )
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 يمي: ينتج من المبرىنة السابقة ما
∑إذا كانت سمسمة القو      

  
, عندىا تكوف ىذه     متقاربة مف أجؿ     

ذا , وبالمثؿ إ      حيث  -   ,السمسمة قابمة لممكاممة حداً  حداً  عمى المجاؿ 
اإنيا تكوف قابمة لممكاممة حداً حداً عمى المجاؿ      تقاربت ىذه السمسمة مف أجؿ 

 -   ,خاصة ومف أجؿ أي مجاؿ مغمؽ ومحدود , حالة       حيث  -   ,
-المحتو  اي   يكوف لدينا: ,    

∫  ( )   
 

 

 ∑
  

   

 

   

(     ) 

 (:8) مبرىنة
-تابع المجموع عمى مجاؿ التقارب   بفرض  لسمسمة القو   ,    

∑    
  

قابلاً    , عندئذٍ يكوف التابع (   )والتي نصؼ قطر تقاربيا موجب     
-للاشتقاؽ عمى المجاؿ   , ويكوف لدينا:,    

  ( )  (∑   
 

 

   

)

 

 ∑    
   

 

   

 

 ( مف الفصؿ السابؽ.13تبرىف بنفس الطريقة التي تـ برىاف المبرىنة )
 ينتج من المبرىنة السابقة مايمي:

∑سمسمة القو      
  

واي ضمف مجاؿ تقاربيا, قابمة للاشتقاؽ حداً حدا ً     
, اإف ىذه طراي مجاؿ تقاربيا سمسمة القو  السابقة متقاربة اي , إذا كانتحالة خاصة

 طراي مجاؿ تقاربيا. داً حداً ايالسمسمة تكوف أيضاً قابمة للاشتقاؽ ح
مف المرات ضمف مجاؿ إف سمسمة القو  السابقة قابمة للاشتقاؽ عدداً كيفيا ً 

 , وتتحقؽ العلاقة:تقاربيا

   
 

  
 ( )( )           

( )( ) حيث  , ولإثبات صحة العلاقة الأخيرة , يكفي أف نضع  ( )  
 اي العلاقات التالية:    

 ( )            
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  ( )              
         

       
   ( )               (   )   

       

   
 
 
                                                                                                  

 ( )( )   (   )(   )       (   )              
 لنجد المطموب

 (: 5) ملاحظة
∑ مف الشكؿ سمسمة القو  إذا كانت          (    )

 
   

مجموع  ىو  كاف  , و 
 :, اإفاؿ تقاربياى مجعم السمسمة

   
 

  
 ( )(  )           
 اي العلاقات التالية:     وتثبت بالطريقة السابقة نفسيا حيث نضع 

 ( )       (    )    (    )
       (    )

     
  ( )        (    )     (    )

        (    )
       

     
 
 
                                                                                                  

 ( )( )   (   )(   )       (   )         (    )     
 ينتج من الملاحظة السابقة ما يمي:

 سمسمتي القو مجموع  إذا كاف

∑  (    )
 

 

   

 

 و

∑   (    )
 

 

   

 

 :عندئذٍ  تتحقؽ المساواة   اي جوار ما لمنقطة   نفسو ىو التابع 
      

 

  
 ( )(  ) 

 .حداً ف حدا ً سابقتاف متساويتالالقو  ا أي إف سمسمتي
 (: 2) نتيجة

 :إف نصفي قطري تقارب السمسمتيف       
∑

  

   
 
∑  و         (   )     
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∑الناتجتيف مف سمسمة القو      
  

بمكاممتيا حداً حداً وباشتقاقيا حداً حداً عمى     
∑الترتيب, يتطابقاف مع نصؼ قطر تقارب السمسمة     

  
   . 

 ( بعض اؾعؿؾقات الجبرقة ؾسلادل اؾؼوى:4-2)

ننا. مف أجؿ اكصة مف السلاسؿ التابعية, اإنو بإملما كانت سلاسؿ القو  حالة خا
ميات الجبرية مف أجؿ السلاسؿ التابعية. واي ىذه الفقرة نحدد سلاسؿ القو  استخداـ العم

 :التقارب اي كؿ مف الحالات الآتيةنصؼ قطر 
∑لتكف     

  
∑و         

  
قو , نصؼ قطر تقارب الأولى  سمسمتي    

ذا كاف      والثانية       ذا ا ً حقيقي ا ً عدد  عمى الترتيب, وا  لا يساوي الصفر وا 
مجموع السمسمة  ( )  مجاؿ تقاربيا وكاف  اي ( )  كاف مجموع السمسمة الأولى 

 مجاؿ تقاربيا, عندئذٍ  يتحقؽ ما يمي: الثانية اي
 حاصل جمع وطرح سلاسل القوى: 1-

∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

 ∑(     ) 
 

 

   

        -     , 

 , كما (     )      حيث نصؼ قطر المجموع الوارد اي الطرؼ الأيمف يساوي 
-الواقعة اي    أف كلاً مف السمسمتيف متقاربتاف مف أجؿ جميع النقاط     ,. 

  (:8) مثال
∑لتكف سمسمتا القو :         

  

(   ) 
 
    ∑

(   ) 

    
 
, أوجد نصؼ قطر تقارب    

 يف.مجموع ىاتيف السمسمت
 الحل: 
 لأف: 3إف نصؼ قطر تقارب الأولى ىو       

      
   

 

    
 
    

 
   
 لأف: 1ونصؼ قطر تقارب الثانية ىو 

      
   

 

(   ) 
 
(   ) 

 
   

 , اإف نصؼ قطر مجموع السمسمتيف المفروضتيف ىو:وبالتالي
     

 
(   )    
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 حاصل ضرب سمسمة قوى بعدد حقيقي لا يساوي الصفر: 2-

∑    
 

 

   

  ∑   
 

 

   

         -       , 

∑نصؼ قطر تقارب سمسمة القو     حيث      
  

, وىي متقاربة مف أجؿ     
-الواقعة اي   جميع قيـ        ,. 

 قوى: حاصل ضرب سمسمتي 3-
-مف    و مف أجؿ جميعاإن, +     *      إذا كاف  تتحقؽ  ,    

 المساواة:

(∑   
 

 

   

)(∑   
 

 

   

)  ∑(                   ) 
 

 

   

 

∑أو بالشكؿ المختصر:     
  

             ∑       
 
    

. وىي  الواقعة اي الطرؼ الأيمف ىو  ا أف نصؼ قطر تقارب سمسمة القو كم
-الواقعة اي المجاؿ   متقاربة مف أجؿ جميع قيـ      ,. 

 لتكف  (:9) مثال

∑    
 

 

   

   
  

  
    

     

(    ) 
    

∑   
 

 

   

   
  

  
   

     

(    ) 
    

 إف حاصؿ جداء ىاتيف السمسمتيف ىو:

∑    
  

 

   

∑    
 

 

   

   (
 

  
 

 

  
)    (

 

  
 

 

     
 

 

  
)       

   
 

 
   

 

 
         

            
 

 
6   

(  ) 

  
 

(  ) 

  
   7  

الحقيقية اإف   وبملاحظة أف السمسمتيف المفروضتيف تتقارباف مف أجؿ جميع قيـ 
  سمسمة القو  الناتجة عف ضرب السمسمتيف المفروضتيف تتقارب مف أجؿ جميع قيـ 

 الحقيقية.
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 قوى: حاصل قسمة سمسمتي 4-
, إف حاصؿ قسمة سمسمة القو  الفرضيات الواردة سابقاً فادة مف بالاست
∑    

  
∑عمى سمسمة القو          

           
قو  ىي مف جديد سمسمة     

-مف المجاؿ   متقاربة مف أجؿ قيـ   وتعطى بالشكؿ: ,    
  

  
 

         

  
   

    
             

        

  
             

 تعويض سمسمة قوى في أخرى: 5-
 : لتكف سمسمة القو , والتي مجموعيا 

            
        

     
| |ولنفرض أنيا متقاربة مف أجؿ   : , ولتكف سمسمة القو  التي مجموعيا     

            
        

     
| |ولنفرض أنيا متقاربة مف أجؿ  |  | أيضاً , ولنفرض     , عندئذٍ يمكننا أف    

نتيجة , وسنحصؿ مف السمسمة الثابتة  اي سمسمة القو  الأولى قيمة   نضع بدلاً مف 
, وتتقارب ىذه السمسمة  , مجموعيا ىو  ذلؾ عمى سمسمة قو  بدلالة المتحوؿ الحقيقي 

| |التي تحقؽ   مف أجؿ جميع قيـ     . 
  (:10) مثال

 و :لتكف سمسمة الق       

       
 

  
 

  

  
    

  

  
    

ذا كانت  وا 

         
  

  
 

  

  
    (  )   

     

(    ) 
    
 عندئذٍ  نجد:

        
 

 
      

     
 

 
   

 

 
        

         
 

 
        

 وبالتالي اإف:
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        4  
  

 
 

  

  
   5  

 

 
4     

  

 
   5   

 

 
(  

 

 
   

 

 
     )  

 

  
(      

 

 
     ) 

 بفؾ الأقواس وجمع الحدود المتشابية نحصؿ عمى السمسمة:
   

  

  
   

 

 
   

  

   
      

ف القيـ النيائية ليذه الأمثاؿ ىي , وا  الأخيرة ىي سمسمة لا نيائية إف أمثاؿ السمسمة
 ثاؿ.قيـ تقريبية قد حسبت بأخذ حدود قميمة مف الحدود الأولى لكؿ سمسمة مف سلاسؿ الأم

  :( دلادل اؾؼوى ذات الأس اؾساؾب5-2)
 (                         ) 

سالباً  , اإذا  ارد اي ما سبؽ قد يكوف موجباً  وقد يكوفالو   أو   العدد الصحيح 
∑موجباً  وبحيث سمسمة القو    كاف     

  
∑أو        (    )

  
الصحيحة     

ذا بدلنا كؿ و , الموجبة  عندئذٍ نحصؿ عمى سمسمة صحيحة ذات الأس السالب.   بػ   ا 
∑الشكؿ العاـ ليذا النوع مف السلاسؿ ىو     

   
 أو    

∑  (    )
  

 

   

 

 .   حيث 
, أي يمكف تطبيؽ كؿ الصحيحة السابقةندرس ىذه السمسمة كما درسنا السلاسؿ 

, امثلاً  لنطبؽ اختبار النسبة مف والجذر النوني )كوشي()دالامبير( مف اختباري النسبة 
 أجؿ إيجاد نصؼ قطر تقارب السمسمة المفروضة:

   
   

|
    ( )

  ( )
|     

   
|
    

  
|  |

   

     
|     

   
|
    

  
|  

 

| |
 

|      لنفرض أف 
    

  
| ىو نصؼ قطر تباعد السمسمة    , ايكوف     

∑    
   

  إذاً :     
 

| |
         | | أي إف السمسمة متقاربة خارج     

 .(      )المجاؿ 
  (:11) مثال

 لمسمسمة التي حدىا العاـ ىو:   حدد نصؼ قطر التباعد        
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  ( )  
   

  (   )
            

 ثـ ادرس تباعدىا عند طراي مجاؿ التباعد.
 الحل: 
   لنوجد نصؼ قطر التباعد        

      
   

|
    

  
|     

   

  (   )

  (   )
   

-وبالتالي السمسمة متباعدة اي المجاؿ  خارج ىذا  إطلاقاً , ومتقاربة ,    
 , يكوف الحد العاـ لمسمسمة المفروضة مف الشكؿ:    , مف أجؿ المجاؿ

  ( )  
(  ) 

  (   )
تز نجد نيبعددية متقاربة وبتطبيؽ اختبار لوىو الحد العاـ لمسمسمة  

 أنيا متقاربة وسمسمة قيميا المطمقة متباعدة أي متقاربة شرطياً .
( )  سنحصؿ عمى     ومف أجؿ   

 

  (   )
, وىو الحد العاـ لسمسمة 

 , وذلؾ بالمقارنة مع الحد العاـ لمسمسمة التوااقية متباعدة

 
. 

∑أجؿ السمسمة:  أما مف   (    )
   

 وبتطبيؽ اختبار النسبة سنجد:    
     

   
|
    

  ( )
|     

   
|
    

  
|  

 

|    |
 

|        وبفرض أف  
    

  
, والذي نسميو بنصؼ قطر تباعد السمسمة |

 المدروسة يكوف:
  

  

|    |
 

 وىنا نميز الحالات الثلاث التالية:
  أي     إذا كاف  لأولى:الحالة ا

|    |
 ,مطمقاً اي ىذه الحالة متقاربة والسمسمة    

|    |ويكوف مجاؿ تقاربيا ىو:  أو          و         أي:    
        أو         

-  والذي يمكف كتابتو بالشكؿ:             , -       , 
 والسمسمة متباعدة , وبالتالي:     الحالة الثانية:

  

|    |
 , ويكوف مجاؿ التباعد ىو:            أي أف    

  -           , 
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|    |أي:      الحالة الثالثة: واي ىذه الحالة         , أو:     
اي السمسمة المعطاة , ونطبؽ اختبارات التقارب المطبقة عمى السمسمة   نبدؿ قيمتي 

 العددية ونبيف بالتالي تقاربيا أو تباعدىا.
  (:6) ملاحظة

إف نصؼ قطر تباعد سمسمة القو  ذات الأس السالب التي مف الشكؿ:        
∑    

 (   ) 
عدد طبيعي يعطى   عدد طبيعي لا يساوي الصفر و   , حيث    

 بالنياية التالية:
     

   
|
    

  
|
   

 

 ( دلادل تاقؾور وؿاؽؾوران 6-2)

(                           ) 

سمسمة قو , عمى شكؿ  تابع حقيقي معطى إلى إمكانية تمثيؿتيدؼ ىذه الفقرة 
(. ونحتاج إلى ىذه الآلية     بدأ وذلؾ اي جوار نقطة ما )واي حالة خاصة حوؿ الم

واي  ,والتحميؿ التابعي ,والتحميؿ المركب ,كالتحميؿ العددي ,اي العموـ الرياضيةكثيرا ً 
 والاتصالات وغيرىا. ,وخاصة التحكـ الآلي ,العموـ اليندسية

تقاربيا  مجاؿوجدنا سابقاً أف سمسمة القو  قابمة للاشتقاؽ حداً حداً ضمف 
سمسمة قو  أف يكوف  تمثيمو ايعدداً كيفياً مف المرات, وبالتالي سنشترط اي التابع المراد 

تقارب سمسمة القو  الممثمة لو. إف  ً للاشتقاؽ عدداً  لانيائياً  مف المرات اي مجاؿقابلا
وؾ المدخؿ اي ىذه المسألة متعمؽ بما يسمى بسمسمة تايمور )نسبة لمرياضي الانكميزي بر 

ف ماكموراف (( وسمسمة ماكموراف )نسبة لمرياضي الاسكتمندي كولي1731-1685تايمور )
 حدودىا أبسط مف التابع نفسو. شر التابع اي سمسمة قو ف ن, سنجد أ((1698-1745)

 نشر تابع واؽ سمسمة قو .تعد صيغة تايمور مف أىـ صيغ 
 (               )صيغة تايمور 

ومعيف   مف   مرة متتالية اي النقطة   قابؿ للاشتقاؽ  ( ) تابع بفرض أف ال
  :بكثيرة الحدود التالية

 ( )            
        

     ( ) 
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 مرة متتالية:  ( 1وذلؾ باشتقاؽ العلاقة )              لنحدد قيـ الثوابت 
  ( )              

         
    

   ( )                 (   )   
     

    ( )                       (   )(   )(   )   
    

   
 
 
                                                                                                  

 (   )( )  (   )(   )          (   )(   )        
 ( )( )   (   )(   )          

 , سنحصؿ عمى مايمي:اي جميع المعادلات السابقة    بتعويض 
 ( )        

 ( )          
  ( )            (   )( )

 (   )       
 ( )( )       

بدلالة قيـ التابع ومشتقاتو  ( قد تـ تعينيا1نلاحظ مما سبؽ أف أمثاؿ كثيرة الحدود)
 :, وبالتالي نجد أف    النقطة  اي

 ( )   ( )  
  ( )

  
  

   ( )

  
      

 ( )( )

  
    ( ) 

تمعب دور   مف   ( وذلؾ باختيار نقطة ما ولتكف 2لنعمـ الصيغة السابقة )
 , مف أجؿ ذلؾ نفرض أف:   النقطة 

 ( )   (   )                  
 بالصيغة التالية: ( ) يعطى التابع 

 ( )       (   )    (   )       (   )     ( ) 
( 2, وحسب العلاقة ) بالنسبة لممتحوؿ الحقيقي   وىو كثيرة حدود مف الدرجة 

 ( بالشكؿ:3تكتب العلاقة )

 ( )   ( )  
  ( )

  
  

   ( )

  
      

 ( )( )

  
   
 , لدينا:مف ناحية ثانية

 ( )   (   )    ( )    (   )    ( )     (   )   
 ( )( )   ( )(   ) 

 , نحصؿ عمى:   وبوضع 
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 ( )   ( )        ( )    ( )         ( )     ( )    ( )( )   ( )( ) 

 ( الشكؿ التالي:3عندئذٍ  تأخذ العلاقة )

 (   )   ( )  
  ( )

  
  

   ( )

  
      

 ( )( )

  
   

 سنجد: اي العلاقة الأخيرة  بالمتحوؿ   وباستبداؿ المتحوؿ 

 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )  

    
 ( )( )

  
(   )      ( ) 

 نسمي الصيغة الأخيرة بصيغة تايمور )اي النشر المنتيي(
 (: 7) ملاحظة
( الأخيرة حداً آخر يسمح مف 4يمكف أف نضيؼ لمطرؼ الأيمف مف العلاقة )       

مرة متتالية اي جوار  (   )( التعبير عف أي تابع قابؿ للاشتقاؽ 4خلالو لمعلاقة )
التي تسمى اي بعض المراجع  تايمور مبرىنة , مف أجؿ ذلؾ سنستعرض   النقطة 

 .صيغة تايمور مع باؽٍ ب
 :إحدى نتائج نظرية التزايدات المحدودة التالية, نحتاج إلى لإثبات ذلؾ

   مرة متتالية اي جوار ما (   )للاشتقاؽ  قابلاف    بفرض أف التابعيف 
( )(   ) إذا كاف ,  لمنقطة         ( )     ( ) ,     حيث    
 :أيضاً وكاف 

 ( )    ( )     ( )      (   )( )    
 ( )    ( )     ( )      (   )( )    

 : مختمفة عف   مف    عندئذٍ  تتحقؽ العلاقة التالية مف أجؿ أية نقطة
 ( )

 ( )
 

 (   )( )

 (   )( )
 

 . و   نقطة تقع بيف   ف حيث إ
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 :(                              )( مبرىنة تايمور 9) مبرىنة
أي   منقطة ل   جوارالمرة متتالية اي  (   )تابعاً  قابلاً  للاشتقاؽ   ليكف 

نقطة مف ىذا   )ممكف أف يشمؿ الأعداد الحقيقية كميا(. ولنفرض أف  ,       -
 التالية: عندئذٍ  تتحقؽ العلاقة الجوار

 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )    

 
 ( )( )

  
(   )  

 (   )( )

(   ) 
(   )    

 . و   نقطة واقعة بيف   وحيث 
 البرىان:

 مرة متتالية:  لنشتؽ التابع المساعد التالي 

 ( )   ( )   ( )  
  ( )

  
(   )     

 ( )( )

  
(   )  

  ( )    ( )    ( )  
   ( )

  
(   )     

 (   )( )

(   ) 
(   )    

   ( )     ( )     ( )      ( )(   )     
 ( )( )

(   ) 
(   )    

 
 
                                     

 
 
                                                                              

 ( )( )   ( )( )   ( )( ) 

 مف العلاقة السابقة نجد بسيولة أف:
 ( )    ( )     ( )      ( )( )    

 لنحسب الآف المشتؽ النوني لمتابع الجديد التالي:
 ( )  (   )    
  ( )  (   )(   )           ( )   (   )(   )    
 ( )( )  (   ) (   )(   )     (   )  (   ) (   ) 

 نجد أف:    ومف أجؿ 
 ( )    ( )     ( )      ( )( )    

  واقعة بيف   نقطة نص ىذه المبرىنة نجد أنو توجد  وحسب النتيجة الواردة قبؿ
 :يكوف مف أجميا و  و 

 ( )

 ( )
 

 (   )( )

 (   )( )
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 ف:أي إ
 ( )  

 (   )( )

 (   )( )
  ( )  

( )(   ) وبما أف:    ( )(   ) و    (   )   اإف: ( )(   )  

 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )     

 ( )( )

  
(   ) 

 
 (   )

(   ) 
(   )    

 أي:

 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )     

 ( )( )

  
(   ) 

 
 (   )( )

(   ) 
(   )        ( ) 

 .الصيغة العامة لتايموروىي   و   نقطة واقعة بيف   حيث 
( )(   ) الحد الأخير منيا  يسمى

(   ) 
)أو باقي تايمور بالحد الباقي     (   )

 (.( ) لمتابع 
 (:8) ملاحظة

يمثؿ  ( ) إذا كاف التابع ا, ( السابقة5اصة مف العلاقة )( ىي حالة خ4إف العلاقة ) 1-
( )(   )  اإف  كثيرة حدود مف الدرجة   . مف   , ميما يكف   

 ( بالشكؿ التالي:5صيغة تايمور السابقة ) تصوغبعض المراجع العممية  2-
  بفرض أف: 

   

   
  بحيث         و بالتالي يكوف:            

 ( الشكؿ التالي:5تأخذ صيغة تايمور), وبالتالي      المتراجحة تحقؽ 

 (   )   ( )  
  ( )

  
   

   ( )

  
      

 ( )( )

  
  

 
 (   )(     )

(   ) 
      

والمعرواة الصيغة التالية , (5) , ستأخذ الصيغة    ذا كاف إ في حالة خاصة:
 العامة صيغة ماكمورانباسـ 
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 ( )   ( )  
  ( )

  
  

   ( )

  
   

    
 ( )( )

  
 

 (   )(   )

(   ) 
           ( ) 

 (                           )سمسمة تايمور وماكموران 
∑تابعاً  ممثلاً  بسمسمة القو :   ليكف     

  
, التي نصؼ قطر تقاربيا     

و   صحيح موجب  مف أجؿ كؿ عددموجودة  ( )( )  ولتكف المشتقات    
   

 ( )( )

  
 , اإف: 

 ( )   ( )    ( )   
   ( )

  
      

 ( )( )

  
      

اي جوار  ( ) متابع ل بسمسمة ماكموراننسمي الطرؼ الأيمف مف المساوة السابقة 
-عمى   النقطة   حوؿ الصفر:  أو سمسمة ماكموراف المولدة لمتابع  ,    

( ) ممثلاً  بسمسمة القو :   أما إذا كاف التابع   ∑   (   )  
والتي     

 مف أجؿ كؿ عددموجودة  ( )( )  وكانت المشتقات,    نصؼ قطر تقاربيا 
   و    صحيح موجب

 ( )( )

  
 ؼ الأيمف مف العلاقة التاليةالطر  يسمى, عندئذ ٍ 

أو  ,       -عمى المجاؿ   جوار النقطة اي  ( ) متابع ل بسمسمة تايمور
 . ؿ النقطة حو   بسمسمة تايمور المولدة لػ 

 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )    

 
 ( )( )

  
(   )     

مجال  ,       -نصؼ قطر النشر و   , بمركز النشر  نسمي عادة 
|   |, النشر  .,       -  أو  شرط النشر   

اي     , وذلؾ بوضع موراف حالة خاصة مف سمسمة تايمورلاحظ أف سمسمة ماك
 يمكف كتابة سمسمة ماكموراف وتايمور اي الشكؿ المختصر التالي: سمسمة تايمور.

 ( )  ∑
 ( )( )

  

 

   

              ( )  ∑
 ( )( )

  
(   ) 
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و المجموع الجزئي لسمسمة )أ  كثيرة حدود تايمور من الدرجة  لنعرؼ الآف
  حتى المرتبة  ابؿ للاشتقاؽقتابع حقيقي    , وأفعدد حقيقي   أف , بفرضتايمور(
 : اي النقطة ضمنا ً 

  كثيرة حدود تايمور مف الدرجة تكوف , عندئذ ٍ ( )( )    ( )    ( )  
 ىي: ( )  والتي نرمز ليا عادة بػ 

    ( )    ( )(   )  
   ( )

  
(   )     

 ( )( )

  
(   )  

 وبشكؿ مختصر تكتب كثيرة حدود تايمور بالشكؿ:

  ( )  ∑
 ( )( )

  
(   ) 

 

   

 

اسنحصؿ عمى ما يسمى كثيرة حدود ماكموراف مف     إذا كاف  حالة خاصة:واي 
 , أي: الدرجة 

  ( )  ∑
 ( )( )

  
   

 

   

 

 ملاحظات:
لمتابع  ( )  , اإف باقي سمسمة تايمور  بعد أف عرانا كثيرة حدود تايمور مف الدرجة  1.

 العلاقة:يعطى ب  بجوار النقطة  ( ) 
  ( )   ( )    ( ) 

التابع المدروس  كموراف يجب التحقؽ مف أفسمسمة تايمور أو ما عند نشر تابع ما اي 2.
ماكموراف اي النشر اي جوار نقطة معينة وذلؾ ايما يتعمؽ  وأيحقؽ شروط تايمور 

لا ا          , وكذلؾ تعريؼ التابع واستمراره واشتقاقوب  يكوف إف التابع لف, وا 
: عمى سبيؿ التابع المفروض لي ستكوف السمسمة غير متقاربة إلى, وبالتالمنشر  ً قابلا

غير محدود بجوار     لا يمكف نشره بجوار الصفر لأف التابع      المثاؿ التابع
, كما أنو لا يمكف نشر أيضاً , كما أف مشتقاتو غير معينة اي جوار الصفر الصفر
 .    المحققة لمشرط    مف أجؿ قيـ إلا (   )  التابع 

والمشتؽ مف   يتطمب الأمر إيجاد المشتؽ مف المرتبة            عند إثبات  3.
, وىي عممية قد تكوف صعبة, لذا بالإمكاف نشر مشتؽ لمتابع المفروض    المرتبة 
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مقة ثـ نكامؿ التابع أو تابعو الأصمي )إذا عمـ ذلؾ( بشكؿ سمسمة صحيحة متقاربة مط
 (.2-7( مف الأمثمة )8) أو نشتؽ التابع اي مجاؿ التقارب لاحظ

  (:12) مثال
( ) لمتابع  ( )  أثبت أف الحد الباقي           يسعى نحو الصفر عندما     

  تسعى إلى 
 الحل: 
( )(   ) بما أف            اإف:    

   
   

|
 (   )( )

(   ) 
(   )   |     

   

   | |   

(   ) 
  | |    

   

| |   

(   ) 
   

 .| |    لأف:   
 (:10) مبرىنة

, وكانت ىذه المشتقات ضمناً     مشتقات حتى المرتبة   إذا كاف لمتابع 
بحيث تتحقؽ     )وىذا يعني وجود عدد حقيقي موجب     محدودة اي مجاؿ 

|( )( ) |المتراجحة  ساوي مجموع سمسمة تايمور ي  ( عندئذٍ التابع    حيث    
 لو. الموااقة

 البرىان: 
|( )( ) |بما أف   يأخذ الشكؿ: ( )  , اإف باقي السمسمة    

|  ( )|  |
 (   )( )

(   ) 
(   )   |   |

(   )   

(   ) 
| 

|التي حدىا العاـ  ,مف جية ثانية السمسمة
(   )   

(   ) 
ا طبقنا عمييا متقاربة )إذ ,|

ف تسعى نحو اللانياية أي إ  ـ يسعى نحو الصفر عندما اإف حدىا العا ,اختبار النسبة
, وبالتالي يكوف مجموع سمسمة يسعى نحو اللانياية  يسعى نحو الصفر عندما  (( )  

 . مطابقاً  لمتابع   تايمور اي المجاؿ 
 (                 )( اؾتابع اؾتحؾقؾي 7-2)

التحميمية اي التطبيقات العممية سواء أكاف اي التحميؿ غالباً ما نصادؼ التوابع 
 الحقيقي أو اي التحميؿ المركب )العقدي(. ويعرؼ بالشكؿ:
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تمثيمو عمى شكؿ  إذا أمكف  مف    نو تحميمي اي النقطة إ  نقوؿ عف التابع  تعريف:
 , توابع كثيراتية)التوابع المثمث , امثلاً التوابع التالية  سمسمة تايمور اي جوار النقطة 

.  مف    , التوابع القطعية(. جميعيا توابع تحميمية اي كؿ نقطة سي, التابع الأالحدود
النقط التي تعدـ  باستثماء  مف    التوابع الكسرية ايي تحميمية اي جميع النقاط أما

 المقاـ.
تحميمياً  اي جوار   المبرىنة التالية تقدـ لنا الشرط اللازـ والكااي لكي يكوف التابع 

 . وسنقبميا بدوف برىاف.  النقطة 
 (:11) مبرىنة

اي جوار  (   )حقيقياً يممؾ مشتقات مستمرة حتى المرتبة ا ً تابع  بفرض
ىو    تحميمياً  اي   , عندئذٍ الشرط اللازـ والكااي لكي يكوف التابع   لمنقطة  (  ) 

 أف يتحقؽ الشرط:

   
   

  ( )     
   

 (   )( )(    )
   

(   ) 
 

                                           (  )            
 ( أؿثؾة:7-2)

( ) أوجد سمسمة تايمور لمتابع  1-   اي النقطة       
 

 
. 

  الحل:

 .
 

 
/     .

 

 
/  

√ 

 
         ( )          .

 

 
/     .

 

 
/  

 

 
 

   .
 

 
/   

√ 

 
          .

 

 
/   

 

 
                      

 التالية:  بالتعويض اي سمسمة تايمور اي جوار النقطة 
 ( )   ( )    ( )(   )  

   ( )

  
(   )     

 نجد أف:

     
√ 

 
 

 

 
(     )  

√ 

 
 
,  (   )- 

  
 

 

 
 
,  (   )- 

  

 
√ 

 
 
,  (   )- 

  
                    

 . إف السمسمة الأخيرة متقاربة مف أجؿ جميع قيـ 
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( ) التابع  انشر 2-  
 

 
  . ثـ حدد قيمة     اي سمسمة تايمور بجوار النقطة  

 والتي تكوف السمسمة الناتجة متقاربة.
 الحل:

 ( )  
 

 
         (  )   

 

 
  

  

 
 

  ( )   
 

  
          (  )   

  

  
 

   ( )  
 

  
           (  )   

  

  
 

    ( )  
    

  
            (  )   

  

  
 

        
 
 
                                                        

 ( )( )  (  ) 
  

    
        ( )(  )   

  

    
 

 وبالتالي اإف سمسمة تايمور لمتابع 

 
)أو حسب قو       بجوار النقطة  

 ( ىي:   

 
 

 
 

(   )

  
 

(   ) 

  
 

(   ) 

  
    

(   ) 

    
    

 نلاحظ أف السمسمة السابقة ىي ىندسية حدىا الأوؿ 
 

 
   وأساسيا  

 
وبالتالي  

|ايي متقاربة عندىا 
   

 
|  ومجموعيا ىو:        أي    

 
 

 
 

 

  
   

 

 

  , اإف:وبالتالي

 
  

 

 
 

(   )

   
(   ) 

      
(   ) 

        
دوف استخداـ المشتقات المتتالية بشكؿ مباشر  مف يمكف حؿ المثاؿ السابؽ (:9) ملاحظة

 , بؿ بالاستفادة مف منشور التابع التالي واؽ سمسمة ماكموراف:
 

   
                            | |    

 بالطريقة التالية:
 

 
 

 

(   )   
  

 

  (   )
  

 

 .  
   

 
/
  

     
 

 
6  

   

 
 (

   

 
)
 

    (
   

 
)
 

   7 
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(   ) 

  
    

(   ) 

    
          |

   

 
|    

( ) انشر واؽ سمسمة تايمور التابع:   3- , ثـ حدد قيمة    بجوار النقطة      
 .   , ثـ احسب ف أجميا السمسمة الناتجة متقاربةالتي تكوف م  
 الحل:

 ( )             ( )        

  ( )  
 

 
             ( )       ( )               ( )     

    ( )                ( )           ( )( )                ( )( )
      

         
 
 
                                                               

 ( )( )  (  )   (   )            ( )( )  (  )   (   )  
 نجد:    بالتعويض اي سمسمة تايمور حيث 

     ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )  

    ( )

  
(   )     

 (   )  
 

  
(   )  

  

  
(   )  

  

  
(   )     

 (   )  
(   ) 

 
 

(   ) 

 
 

(   ) 

 
    

 ∑(  )   
(   ) 

 

 

   

 

 , وذلؾ حسب اختبار النسبة:لندرس الآف تقاربيا
 (   )   (  )   الحد العاـ لمسمسمة السابقة ىو: 

 
 

 ومنو يكوف:
|
    

  
|  |

(  ) (   )   

   
 

 

(  )   (   ) 
|  

|   |

  
 

 

 

 ومنو:
   
   

|
    

  
|  |   |    

   

 

  
 

 

 |   | 

 ا, متقاربة عندمف السمسمة الأخيرةالنسبة تكو  , حسب اختباروبالتالي
|   | |   |ومتباعدة عندما     . وبالتالي سنحصؿ عمى التقارب إذا كاف   
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, أما مف أجؿ ماً حصؿ عمى سمسمة توااقية متباعدة دائسن    وعندما       
, وبالتالي يكوف      , اإف مجاؿ التقارب ىو اسنجدىا متقاربة وبالتالي    
 لدينا:

      
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
      ∑

(  )   

 

 

   

 

    عمى شكؿ سمسمة قو  لػ               اكتب كثيرة الحدود   4-
 الحل:

 ( )                        ( )     
  ( )                     ( )     
   ( )                   ( )     
    ( )                 ( )     
 ( )( )             ( )( )     

    بالتعويض اي سمسمة تايمور اي جوار النقطة 
               

     (   )  
  

  
(   )  

  

  
(   )  

  

  
(   )  

( ) أوجد سمسمة تايمور لمتابع:  5- , ثـ أوجد    و     , بجوار النقطة    
 التي مف أجميا تكوف السمسمة الناتجة متقاربة.  قيمة 

  الحل: 
( ) ف أبما         ( )( ) اإف      ( )( ) , وبالتالي     لكؿ       
)سمسمة ماكموراف(  (   )وبالتالي تأخذ سمسمة تايمور اي جوار النقطة     
 الشكؿ:

   ∑
 ( )( )

  
  

 

   

 ∑
  

  

 

   

   
 

  
 

  

  
    

  

  
    

   , بما أف طر تقاربيا, وذلؾ باستخداـ اختبار النسبةلنوجد الآف نصؼ ق
  

  
 ,

 اإف:

|
    

  
|  |

    

(   ) 
 
  

  
|  

| |

   
 

 وبالتالي:
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|
    

  
|  | |    

   

 

   
 | |       

 .   نصؼ قطر تقارب السمسمة المفروضة ىو  اإفبالتالي ,   مف    ميما تكف
∑   , يمكف كتابة: اذاً 

  

  
 
اي السمسمة     بوضع   مف   , لكؿ    

 الأخيرة سنحصؿ عمى:

  ∑
 

  

 

   

   
 

  
 

 

  
    

 

  
    

( ) لنوجد الآف سمسمة تايمور لمتابع  وبما أف     بجوار النقطة     
 ( ) ( )( ) , اإف     ( )( ) وبالتالي      اي     وبوضع       

 :   بجوار    سمسمة تايمور نحصؿ عمى منشور التابع 

   ∑
 ( )( )

  
(   ) 

 

   

 ∑
 

  
(   ) 

 

   

 

ف نصؼ قطر تقارب السمسمة الأخيرة ىو نجد أوبإعادة المناقشة السابقة س
   . 

( ) انشر التابع  6- سمسمة ماكموراف مع اي     و       , حيث    
 حساب باقي لاغرانج.

 الحل: 
 :ة ماكموراف لمنشر غير المنتيي بػتعطى سمسم       

 ( )   ( )  
  ( )

  
  

   ( )

  
      

  

  
 ( )( )

 
    

(   ) 
 (   )(   )                

 لدينا:
 ( )             ( )       
  ( )                  ( )      
   ( )                    ( )       
 
 
                                                               
 ( )( )                    ( )( )       
 (   )( )                      (   )(   )             

 بالتعويض اي سمسمة ماكموراف السابقة نجد:
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(   ) 
          

واؽ سمسمة ماكموراف    نحصؿ عمى منشور التابع     لاحظ أنو مف أجؿ 
 وىو:

     
 

  
 

  

  
    

  

  
 

    

(   ) 
                      

   و     , حيث (    )  انشر التابع:  7-
 

 
سمسمة ماكموراف مع  واؽ, 

 .(   )  , ثـ استنتج منشور التابع باقي لاغرانج
 لدينا: الحل:

 ( )    (    )         ( )      
  ( )  

 

    
         ( )  

 

 
 

   ( )  
   

(    ) 
          ( )  

   

  
  .

 

 
/
 

 
 بالاستمرار عمى ىذا الشكؿ نجد أف:

 ( )( )  
(  )   (   ) 

(    ) 
           ( )( )

 (  )   (   ) .
 

 
/
 

 
 والباقي ىو:

  ( )  (  ) 
    

   
 

    

(     )   
 

 بالتعويض اي سمسمة ماكموراف نجد:

  (    )      
 

 
 
 

 
 

  

 
.
 

 
/
 

    (  )   
  

 
.
 

 
/
 

  

 (  ) 
    

   

    

(     )   
 

اي السمسمة الأخيرة نجد أف سمسمة ماكموراف لمتابع       بوضع 
 ىي: (   )  

  (   )  
 

 
 

  

 
    (  )   

  

 
 (  )  

    

   
 

 

(    )   
 

  (:10) ملاحظة
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, اي جميع الأمثمة السابقة إف شروط النشر واؽ سمسمة تايمور أو ماكموراف محققة       
ذا جعمنا  تسعى نحو اللانياية اسنحصؿ عمى نشر تايمور وماكموراف غير المنتيي   وا 
 :بشرط أف

   
   

  ( )    
 , استنتج منشور التابع    , حيث  (   )  مستفيداً  مف منشور التابع  8-

 ( )  
 

   
 ومنشور التابع      حيث  

   
           

 :حداً باشتقاؽ السمسمة التالية حدا ً  الحل:
  (   )    

  

 
 

  

 
    (  )   

  

 
    

 نجد:
 

   
              (  )           | |    

 أما مف أجؿ إيجاد منشور التابع 

   
–انبدؿ اي المنشور السابؽ كؿ     بػ   

 لنجد:
 

   
                             | |    

, وذلؾ |   |  التابع  يمكف إيجاد منشور لاحظ أنو مف السمسمة الأخيرة
 بمكاممة السمسمة الأخيرة حداً حداً )اعتبر ثابت التكامؿ يساوي الصفر( لنجد

  |   |     
  

 
 

  

 
    

  

 
    

( ) انشر التابع  9- , ثـ استنتج منو منشور اي جوار الصفر )ماكموراف(      
 .    التابع 

( ) لدينا  الحل: ايي عمى     , أما المشتقات المتتالية اي النقطة        
 الترتيب.

  ( )          .  
 

 
/         ( )     .  

 

 
/    

   ( )           .   
 

 
/          ( )     (   )    

    ( )           .   
 

 
/           ( )     

 ( )( )          .   
 

 
/        ( )( )    
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( )(  ) وىكذا نستنتج أف  ( )(    ) وأف,     , وبالتعويض    (  ) 
 اي سمسمة ماكموراف لمنشر نجد:

       
  

  
 

  

  
    (  )   

     

(    ) 
    

والسمسمة   ف نصؼ قطر تقارب السمسمة السابقة ىو ويمكف التحقؽ بسيولة أ
( )        . كما أف  متقاربة عمى   :ف, حيث إ  

  ( )  
 (   )( )

(   ) 
     

   .  (   )
 

 
/

(   ) 
                 

 ( يطابؽ ىذا التابع اي كؿ نقطة مف       )إذاً مجموع سمسمة ماكموراف لمتابع 
تحقؽ شروط المبرىنة المتعمقة باشتقاؽ سمسمة      بما أف سمسمة ماكموراف لمتابع 

 حداً حداً نجد:     سمسمة التابع , اإنو باشتقاؽ    تابعية عمى مجاؿ 

       
  

  
 

  

  
 

  

  
    (  )   

   

   
    

, بمكاممة منشور     لاحظ أنو كاف بالإمكاف الحصوؿ عمى منشور التابع 
حداً حداً )وضع ثابت التكامؿ مساوياً  لمصفر( لنحصؿ عمى نفس منشور      التابع 
 صفر.بجوار ال     التابع 

( ) استفد مف منشور التابع  10- واؽ سمسمة ماكموراف اي إيجاد منشور التابعيف     
           . 

 واؽ سمسمة ماكموراف ىو:   ( السابؽ أف منشور التابع 6وجدنا اي المثاؿ ) الحل:
     

 

  
 

  

  
 

  

  
    

  

  
                 

–بتعويض   اي المنشور السابؽ نجد:  بػ   
      

 

  
 

  

  
 

  

  
    (  ) 

  

  
                 

     وبما أف 
      

 
, ابجمع السمسمتيف السابقتيف وبعد التقسيـ الناتج عمى 

 :نجد أف 2العدد 
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, ايمكف نشره كما سبؽ عمماً  أف      أما مف أجؿ إيجاد منشور التابع
     

      

 
 ىو:     وبالتالي سنجد أف منشور  

       
  

  
 

  

  
    

     

(    ) 
                 

     , لذا نشتؽ منشور التابع       (    )أو بالطريقة التالية: بما أف 
 حداً حداً لنجد:

(    )         
  

  
 

  

  
    

     

(    ) 
                 

 (               )( دؾسؾة ذي الحدقن 8-2)

 حساب لسمسمة ذي الحديف تطبيقات عديدة نذكر منيا اي التكاملات, واي
 النيايات, وكذلؾ اي العموـ الفيزيائية.

عدديف حقيقيف وكاف     نعمـ مف مبرىنة ذي الحديف )كرخي_نيوتف( أنو إذا كاف 
 :عدداً صحيحاً موجباً اإف  

(   )              
 (   )

  
       

 
 (   )(   )

  
          

 
 (   )(   )   (     )

  
          

                     ( ) 
 وباستخداـ رموز التواايؽ التالية:

.
 
 
/          .

 
 
/  

 (   )(   )    (     )

  
         

          
 تأخذ الصيغة الأخيرة الشكؿ التالي:

(   )  ∑.
 
 
/        

 

   

    ( ) 

 , لنحصؿ عمى:        , إذا وضعنا اي الحقيقة

(   )  ∑.
 
 
/   

 

   

   ( ) 
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صحيحاً عمى  أي عدد حقيقي وليس  , حيث  (   )ىدانا الآف كتابة التابع 
النقطة  اي  , مف أجؿ ذلؾ نوجد المشتقات المتتالية حتى المرتبة شكؿ سمسمة ماكموراف

   . 
 ( )  (   )           ( )    
  ( )   (   )              ( )    
   ( )   (   )(   )             ( )   (   ) 
    ( )   (   )(   )(   )              ( )   (   )(   ) 
         

 
 
                                                               

 
 
 

 ( )( )   (   )(   ) (     )(   )      

    ( )( )   (   )(   ) (     ) 
 بالتعويض اي سمسمة ماكموراف نجد:

(   )  ∑
 ( )( )

  
  

 

   

 ∑
 (   ) (     )

  

 

   

   

ليس عدداً   لأف نتيجة تكوف  لا يمكف أف يساوي الصفر     لاحظ أف
 .    كما أف اي كؿ الحدود لدينا صحيحا ً 

, إذا كاف يرة وذلؾ باستخداـ اختبار النسبةلنوجد الآف مجاؿ تقارب السمسمة الأخ
 الحد العاـ لمسمسمة السابقة انجد:   

|
    

  
|

 |
 (   ) (     )(   )     

(   ) 
 

   

 (   ) (     )   
| 

 
|   |

   
 | |  

|  
 

 
|

  
 

 

| | 

 تسعى نحو اللانياية لنجد:  بأخذ نياية الطرايف عندما 
   
   

|
    

  
|  | | 

| |متقاربة عندما  اـ اختبار النسبة تكوف السمسمة المدروسة, باستخدإذاً     ,
| |ومتباعدة عندما    . 
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عندما  يسعى إلى الصفر ( )  يمكف برىاف أف الحد الباقي اي سمسمة ماكموراف 
-المنتمية إلى   إلى اللانياية مف أجؿ جميع قيـ    , وبالتالي يكوف لدينا مف ,    

-  أجؿ      ,: 
(   )    

 

  
  

 (   )

  
   

 (   )(   )

  
     

 
 (   )(   )    (     )

  
      

 أو بالشكؿ:

(   )    ∑
 (   )(   ) (     )

  
  

 

   

 

 .سمسمة ذي الحدينتسمى السمسمة السابقة بػ  
  , بوضع امثلاً 

 

 
 نجد سمسمة القو : 

√      
 

 
  

 

   
   

   

     
   

     

       
      

   وبوضع 
 

 
 نجد: 

 

√   
 (   ) 

 

    
 

 
  

   

   
   

     

     
   

       

       
      

 انجد أف سمسمة القو  لمتابع      أما إذا وضعنا 

   
 ىي 

 

   
              

  (:11) ملاحظة
| |إذا كاف          . أما طبيعياً عددا ً   , اإف سمسمة ذي الحديف تتباعد إذا لـ يكف   
, وذلؾ حسب سمة يمكف أف تتباعد أو أف تتقارباإف السم    أو      إذا كاف 

 . طبيعة العدد 
الحديف إلى يوتف ذي , اإف السمسمة تتحوؿ اي دستور نعدداً طبيعياً   إذا كاف 

 , لأف جميع أمثاؿ السمسمة السابقة تنعدـ ابتداءً  مف  كثيرة حدود مف الدرجة
 . مف   , وبناءً عمى ذلؾ تكوف متقاربة ميما تكف قيمة      

 والأمثمة التالية توضح ماسبؽ شرحو.
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 (: 14) مثال
( ) انشر التابع          . حسب قو    (   ) 
 الحل: 
 ( ), حسب العلاقة عدد صحيح موجب وبالتالي    نلاحظ ىنا أف        

(   )  ∑.
 
 
/  

 

   

                            

  (:15) مثال
( ) طبؽ سمسمة ذي الحديف اي نشر التابع          

 

(   ) 
 . حسب قو   

  الحل:
 , إف أمثاؿ سمسمة ذي الحديف ىي:    لدينا ىنا        

.
  
 

/  
(  )(  )(  ) (      )

  
 

(  )         (   )

  
 (  ) (   ) 

| |وعندما يكوف   يكوف لدينا:   
 

(   ) 
 (   )   ∑ .

  
 

/  

 

   

 ∑(  ) (   )   

 

   

 

  (:16) مثال
( ) أوجد سمسمة ماكموراف لمتابع:           

 

√   
, ثـ حدد نصؼ قطر تقارب السمسمة 

 الناتجة.
  الحل:

 , (   )لنكتب أولاً التابع عمى شكؿ        
 

√   
 

 

√ .  
 

 
/

 
 

 
 
 
√  

 

 

 
 

 
.  

 

 
/
 

 

  

   , حيث لنستخدـ الآف سمسمة ذي الحديف
 

 
 بػ   , وذلؾ باستبداؿ 

 

 
 

 لنحصؿ عمى:
 

√   
 

 

 
.  

 

 
/
 

 

 
 

 

 
∑ 4 

 

 
 

5 . 
 

 
/
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<  ( 

 

 
) . 

 

 
/  

. 
 

 
/ . 

 

 
/

  
. 

 

 
/
 

 
. 

 

 
/ . 

 

 
/ . 

 

 
/

  
. 

 

 
/
 

    
. 

 

 
/ . 

 

 
/ . 

 

 
/ . 

 

 
    /

  
. 

 

 
/
 

   = 

 
 

 
6  

 

 
  

   

    
   

     

    
      

       (    )

    
     7 

 |تتقارب السمسمة عندما تتحقؽ المتراجحة 
 

 
| | |, أي أف    , وبالتالي   

 .   اإف نصؼ قطر تقارب السمسمة ىو 
  (:12) ملاحظة
يمكف الاستفادة مف سمسمة ذي الحديف اي نشر بعض التوابع المثمثية العكسية مثؿ        

 ......... والمثاؿ التالي يوضح ىذه الملاحظة.        أو         
 (: 17) مثال

( ) أوجد منشور التابع         استفد مف  لمحل  ا ً رشادإ,  حسب قو           
 سمسمة ذي الحديف لنشر التابع 

√   
 . حسب قو   

  الحل:
 لننشر التابع        

√   
   , حيث أولاً   حسب قو   

 

 
, وبالتعويض اي سمسمة  

 ذي الحديف نجد:
 

√   
   

 

    
  

   

     
   

     

     
     

 
(  )       (    )

     
      

-  حيث   لنجد:  بدلاً مف     , نعوض اي السمسمة السابقة  ,    
 

√    
   

 

    
   

   

     
   

     

     
     

 
(  )       (    )

     
       

-   ف حيث إ -  أو  ,      نجد:  . بمكاممة السمسمة الأخيرة حداً حداً ,    

          
 

    
 
  

 
 

   

     
 
  

 
 

     

     
 
  

 
       -     , 
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 ( ـشر اؾتوابع اؾؽسرقة, وػق دؾسؾة ؿاؽؾوران:9-2)

( ) لنشر التابع الكسري  متعددة ؽائتوجد عدة طر   
  ( )

  ( )
و  ( )  , حيث 

 , وبحيث يكوف:حدود كثيرتا ( )  
     ( )       ( ) 

الطرؽ ىي تفريؽ التابع الكسري إلى كسور  , إف أىـؾ نقسـ البسط عمى المقاـ()غير ذل
 , والمثاؿ التالي يوضح ذلؾ., ثـ نستخدـ منشور ثنائي الحديفبسيطة مع تحديد الثوابت

 (: 18) مثال
( ) انشر التابع:          

   

        
 , واؽ سمسمة ماكموراف.

  الحل:
 (   )(   )         نلاحظ أولاً  أف:         

   

        
 

   

(   )(   )
 

 

   
 

 

   
 
جراء المطابقة نجد أف:ت , وذلؾ بتوحيد المقامات وحذايابتحديد الثواب  , وا 

  
 

 
        

 

 
           ( )  

 

 
 

 

   
 

 

 
 

 

   
    ( ) 

 لنستخدـ الآف منشور ذي الحديف لمتابعيف 

   
 و  

   
: 

 

   
 

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 
6  

 

 
 

  

  
    (  ) 

  

  
   7 

             
 

 
∑(  ) 

  

  
      | |    

 

   
 

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 
6  

 

 
 

  

 
    

  

  
   7 

 
 

 
 ∑

  

  
  

 

   

      | |    

 ( نجد:1بالتعويض اي العلاقة )

 ( )  
   

(   )(   )
 

 

 
∑(  ) 

  

    
 

 

 
∑

  

    

 

   

   

 

   

 | |    

 ∑6
 

 
 
(  ) 

    
 

 

 
 

 

    
7

 

   

         | |    
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  (:19) مثال
( ) واؽ سمسمة ماكموراف:  انشر التابع التالي         

 

(   ) 
 

  الحل:
 

(   ) 
 

 

   
 

 

(   ) 
 

جراء عممية المطابقة نجد:   ,               بعد توحيد المقامات وحذايا وا 
 وبالتالي يكوف:

 

(   ) 
 

  

   
 

 

(   ) 
  ( ) 

 وباستخداـ سمسمة ذي الحديف نجد:

 
 

   
  (               )   ∑  

 

   

        | |    

 لإيجاد منشور التابع 

(   ) 
 لنجد:  , نشتؽ طراي المساواة السابقة بالنسبة لػ 

 

(   ) 
               (   )          | |    

 ∑(   )   

 

   

       | |    

 

(   ) 
  ∑  

 

   

 ∑(   )  

 

   

 ∑    

 

   

       | |    

  (:13) ملاحظة
ماكموراف  وألا تتـ اقط باستخداـ النشر واؽ سمسمة تايمور   إف عممية نشر التابع        

سؿ شروط معينة بسلاائؽ أخر  تمكننا مف نشر التابع المحقؽ ل, ايناؾ طر أو غيرىا
 ف:و استخداـ السمسمة اليندسية حيث إؽ ىائمف إحد  ىذه الطر  القو ,

 

   
                        | |    

 خداـ السمسمة السابقة.والأمثمة التالية توضح است
  (:20) مثال
( ) انشر التابع        

 

   
 , مستخدماً السمسمة اليندسية السابقة:
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  الحل:
 

   
 

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 
4  

 

 
 

  

  
    

  

  
   5 

 
 

 
 

 

  
 

  

  
    

  

    
             
| |النشر الأخير صحيح مف أجؿ   .   و    

  (:21) مثال
 :مف السمسمة اليندسية الآتية دا ً مستفي       

 

   
              (  )       

 :انشر التابع الآتي
 ( )  

 

    
 

 الحل:
 

    
 

 

 .  
 

 
 /

 
 

 
:

 

  
 

 
 
;

 
 

 
4  

 

 
  

  

  
      (  ) 

  

  
     5 

 

    
 

 

 
 

 

  
   

  

  
      (  ) 

  

    
        

| |النشر السابؽ صحيح مف أجؿ   
 

 
 .   وحيث  

الشكؿ الآخر مف أشكاؿ نشر التوابع بسلاسؿ قو  ىو المكاممة حداً حداً وذلؾ  2)
 بالاستفادة مف منشور التابعيف: 

   
 و  

   
 . حسب قو   

 يوضح ىذه الطريقة. لتاليوالمثاؿ ا
  (:22) مثال

( )  انشر التابع:           . حسب قو           
  الحل:

 مقرر التفاضؿ أف:نعمـ مف        
        

 

 
  

   

   
 

 

 
,  (   )    (   )-  ( ) 
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 مف ناحية ثانية, لدينا:
 

   
                     | |                 

 

   
           (  )           | |    

بمكاممة المساوتيف السابقتيف حداً حداً )مع وضع ثابت التكامؿ يساوي الصفر( 
 نجد:

  |   |   
 

 
 

  

 
 

  

 
    

  

 
    

  |   |  
 

 
 

  

 
 

  

 
    (  ) 

    

   
    

 نجد: ( )بالتعويض اي العلاقة 

          
  

 
 

  

 
    

     

    
           | |    

. )إف حداً الشكؿ الآخر مف طرؽ النشر ىو الاعتماد عمى اشتقاؽ حدود السمسمة حدا ً  3)
 اي ىذا الفصؿ(. ا ً تـ تطبيقيا كثير ىذه الطريقة 

  (:23) مثال
( ) انشر التابع          

 

(   ) 
 . حسب قو   

  الحل:
 بما أف التابع         

(   ) 
 ىو مشتؽ التابع  

   
 , وبما أف منشور التابع 

   
حسب  

 ىو:  قو  
 

   
                     | |    

 اإف:
(

 

   
)
 

 
 

(   ) 
                            | |    

توابع المثمثية والتوابع تيدؼ الفقرة التالية اي إيجاد علاقات أولر والعلاقات بيف ال
 .  , وذلؾ بالاستفادة مف منشور التابع القطعية

  بما أفلنوجد أولاً  علاقات أولر: 
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 اي المنشور السابؽ نجد:  بدلاً  مف    بوضع 
      

  

  
 

    

  
 

    

  
 

    

  
    

(  ) 

  
    
                               √  وبما أف 

 وىكذا نجد بعد ترتيب الحدود:

    4  
  

  
 

  

  
    

(  ) 

   
      5

   4  
  

  
    (  )  

     

(    ) 
   5 

                وبما أف:
  

  
 

  

  
    

(  ) 

   
 و        

       
  

  
    (  )  

     

(    ) 
    

 نجد:
                 ( ) 

 ( نجد:1اي العلاقة )   بػ   وباستبداؿ كؿ 
        (  )      (  )              ( ) 

 ( بعلاقات أولر.2( و )1نسمي عادة العلاقات )
 نجد: 2( والتقسيـ عمى العدد 2( و )1بجمع العلاقتيف )

     
        

 
   ( ) 

     
        

  
   ( ) 

 لنوجد الآف العلاقات بيف التوابع المثمثية والتوابع القطعية:

   (  )  
          

 
 

      

 
      

   (  )  
          

  
  

      

  
  

      

 
        

  (  )  
        

 
  

        

  
       

   (  )  
        

 
      

(  )     إذاً العلاقات ىي:                      (  )        
   (  )                    (  )       
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 :ؽثيرات حدود تاقؾور( تطبقؼات 10-2)

 (                                  ): 
لسلاسؿ تايمور وماكموراف تطبيقات عددية. منيا اي حساب التفاضؿ والتكامؿ 

, وغير ذلؾ مف , واي التحميؿ العدديأيضاً والمعادلات التفاضمية واي حساب النيايات 
 اليندسية والتطبيقية و ......العموـ 

كثيرات حدود تايمور الحساب ي ىذه الفقرة بالإضااة إلى بعض تطبيقات سنتناوؿ ا
حساب , وكذلؾ استخداـ النشر اي حساب النيايات واي ي لمجموع سلاسؿ متقاربةالتقريب

 .التكاملات المستعصية
مف  تابع قابؿ للاشتقاؽ  بداية بمفيوـ الخطأ لػ كثيرة حدود تايمور: بفرض  نذكر

عندئذٍ     بحيث       , ولنفرض أف    عمى المجاؿ  (   )المرتبة 
  اي النقطة   مف الدرجة  ( ) الخطأ المرتكب عند تطبيؽ كثيرة حدود تايمور يكوف 
 التالية:

  ( )   ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )    

 ( )( )

  
(   )  
 ف:حيث إ |( )  |ىو 

  ( )  
 (   )( )

(   ) 
(   )                

 الحساب التقريبي لمجموع سمسمة متقاربة: التطبيق الأول:
 لسمسمة عددية متقاربة أي: ا ً مجموع  اذا كاف 

                 
القيمة     , عندئذٍ يمثؿىذه السمسمةحداً  مف حدود   مجموع ىو    وبفرض 
مجموع الحدود الباقية مف عندئذٍ يكوف الخطأ المرتكب يساوي إلى و ,  التقريبية لمعدد 

 و                ف:, أي إ  , ونرمز لو بػ السمسمة
                        

 : ما  , يكوف بدءاً  مف دليؿة متقاربةوبما أنو اي أية سمسم
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|  | بحيث يكوف الخطأ   ماً اختيار العدد , عندئذٍ يمكننا دائ             
,  لا يتجاوز عدداً صغير بقدر كاؼٍ وليكف   لممجموع    لمقيمة التقريبية  |  |المطمؽ 

 معطى ببداية المسألة.
 (:14) ملاحظة

 .    أقؿ مف   كانت السمسمة المفروضة متناوبة, اتبقى قيمة الخطأ المطمؽإذا 
  (:24) مثال

        بتقريب قدره:  (   )   احسب        
  الحل:

 واؽ ماكموراف بػ:     يعطى منشور التابع        

       
  

  
 

  

  
    

 نجد:      بوضع 

   (   )      
(   ) 

  
 

(   ) 

  
 

(   ) 

  
     ( ) 

 :إف

            
(   ) 

 
          

(   ) 

   
 

|  |بحيث يكوف   لنعيف العدد الطبيعي  |  |بما أف  ,            ,  
 يكوف لدينا:    اي السمسمة: امف أجؿ  ةلنحسب القيـ الدقيقة لبعض الحدود الداخم

        
(   ) 

   
               

 وبالتالي اإف:
|  |           

قيمة  , اإفبدءاً مف الحد الثالث ( )وىذا يعني أنو إذا أىممنا كؿ حدود السمسمة 
 :مقربة إلى ثلاثة أرقاـ عشرية تكوف       

           
(   ) 

 
       

  (:25) مثال
( ) ليكف          , والمطموب:     
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 .   وذلؾ اي النقطة  ( )  و  ( )  أوجد  1-
اي حساب  (   )  , واستخدـ , لأربعة أرقاـ عشرية(   )  أوجد القيمة التقريبية لػ  2-

 .   القيمة التقريبية لمخطأ المرتكب. اي النقطة 
  الحل:

 تعطى كثيرة الحدود تايمور مف الدرجة الثالثة بالشكؿ:       
  ( )   ( )    ( )(   )  

   ( )

  
(   )  

    ( )

  
(   )  

( )  و   
 ( )

  
(   )            

    اي النقطة     مف أجؿ ذلؾ لنوجد المشتقات الأربع الأولى المتتالية لمتابع 
 ( )                       ( )    
  ( )                       ( )    
   ( )                     ( )     
    ( )                      ( )    
 ( )( )                ( )( )        

 نحصؿ عمى: ( )  و  ( )  بالتعويض اي عبارتي 
  ( )  (   )  

 

  
(   )  

 

  
(   )                          

  ( )   
    

 
(   )   

 

   
(   )              

 , أف      لنحسب الآف 

        (   )      
 

 
(   )  

 

 
(   )         

 :   لنحسب الآف الخطأ المرتكب اي النقطة 

|  (   )|  | 
(   ) 

   
|               

 , اإف:    بما أف 

 
 ومنو يكوف    

 لتالي:, وبا    

|  (   )|  | 
(   ) 

   
|  | 

      

 
|           

ىي تقريباً        اتكوف القيمة التقريبية لمعدد                  بما أف 
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  (:26) مثال
( ) اكتب كثيرة حدود تايمور مف الدرجة الثانية لمتابع          √ 

    اي النقطة   
 .     , حيث ثـ حدد دقة التقريب 

 الحل:
 ( )  √ 

 
              ( )    

  ( )  
 

 
               ( )  

 

  
 

   ( )   
 

 
  

 

            ( )   
 

   
 

    ( )  
  

  
  

 

      
 وبالتالي تكوف صيغة تايمور ىي:

√ 
 

  ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )    ( ) 

 √وبالتالي كثيرة الحدود التقريبية مف الدرجة الثانية لتايمور لمتابع 
 ىي:  

√ 
 

   ( )    
 

  
(   )  

 

   
(   )  

 :( )  لنحسب الآف الباقي 

  ( )  
    ( )

  
(   )  

  

  
  

 

 
(   ) 

  
 

 (   ) 

    
 

 

 

 يحسب بالشكؿ: |( )  |وبالتالي الخطأ المرتكب   و  8بيف    بما أف 
, لذلؾ يكوف         , ينتج أف      بملاحظة أف: 

|   | , يكوف لدينا    , لذلؾ وبسبب    |   |ومنو يكوف    
 

 

   
 

 وبالتالي:      
|  ( )|  

 |   | 

   
 

 

 
   

      
        

       التقريب الوارد اي الطمب السابؽ يكوف       , إذا كاف وىكذا
 دوف استخداـ الآلة الحاسبة سنجد:  لاحظ أنو مف 

 

   
 

        
 وبالتالي عبارة الخطأ ستكوف اي ىذه الحالة:

|  ( )|  
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  (:27) مثال
 √احسب القيمة التقريبية لمعدد        

       , بدقة  
 الحل:

 √بما أف: 
 

  
 

( ) لذا نستخدـ صيغة تايمور لمتابع    وذلؾ اي النقطة     
 بجوار الصفر ىو:   , ونعمـ أف منشور التابع    

  ( )  
 (   )( )

(   ) 
     

  

(   ) 
     

ذا كنا بيف الصفر و   حيث   نقرب العدد  . وا 
 

  نأخذ س , اإننا 
 

 
عندئذٍ   

 , يكوف لدينا:   , لذا باستخداـ أف        
    

 

   
 

  √ 
 

   

  (
 

 
)  

  

(   ) 
(
 

 
)
   

 
 

(   )     
 

 

    (   ) 
 

 يكوف لدينا:    ولأجؿ 

|  (
 

 
)|  

 

       
 

 

    
        

 , انجد:   لذا نأخذ  ؛وىذا غير كاؼٍ  بشكؿ جيد

|  (
 

 
)|  

 

       
 

 

     
         

 سنحصؿ عمى التقريب المطموب وىو:    لذلؾ, اختيارنا لػ 

√ 
 

   (
 

 
)    

 

 
 

 

     
 

 

     
 

 

     
         

 التطبيق الثاني:
اي حساب  ؽ المألواةائالتي لا يمكف مكاممتيا بالطر  أحياناً بعض التوابع نصادؼ

∫مثؿ  .ر اي المتحوؿ أو بالتجزئة(تغييك) التكاملات     
  

 

 
∫أو  

    

 

 

 
لذا نستخدـ ؛ 

سمسمة تايمور أو سمسمة ماكموراف لنحصؿ عمى القيمة التقريبية لمثؿ ىذه التكاملات, 
 والأمثمة التالية توضح ىذا التطبيؽ:

  (:28) مثال
∫احسب التكامؿ                

 

 
       بخطأ لا يتجاوز  
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 الحل:
 اي السمسمة:  بػ    بتعويض 

        
  

  
 

  

  
    ∑(  ) 

  

  

 

   

 

 نجد:

          
  

  
 

  

  
    ∑(  ) 

   

  

 

   

 

 بمكاممة المساواة السابقة حداً حداً نجد:

∫       
 

 

   
  

 
 

  

    
 

  

    
    ∑

(  )      

(    )  

 

   

 

|    |يتحدد بػ  |    |   الخطأ:   |
  (   )  

, (   )  -(   ) 
| 

 وبحيث يكوف:  تحديد العدد ؛ لذا نحتاج إلى    واي مثالنا ىذا لدينا 
 

(    )(   ) 
            (    )(   )         

(  )(  )  (   )(    )عندئذ ٍ     ذا كاف إ , بيذا       
 , نجد أف:يتحقؽ( أيضاً     )إذا كاف   الاختيار لػ 

∫        
 

 

   
 

 
 

 

    
 

 

    
 

 

    
 

 

     
 

 

     
 

                                              
         

ذا اكتفينا بأربع  أرقاـ عشرية نجد: ةوا 

∫        
 

 

        

  (:29) مثال
∫  احسب التكامؿ:        

   

√ 
   

√ 

 
      مستفيداً  مف منشور التابع , 

  الحل:
 يكوف:سوبالتالي         ومنو اإف      ايكوف   √  نفرض         

  ∫   
    

 

 

 

    ∫     
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 حسب ماكموراف:      لدينا منشور التابع 
       4   

  

  
 

   

  
    (  )   

     

(    ) 
   5 

الطرؼ الأيمف متقاربة ف السمسمة اي حيث إ  إلى  0نكامؿ المنشور حداً حداً مف 
 بانتظاـ لنحصؿ عمى:

 ∫       
 

 

  6
  

 
 

  

    
 

   

     
   

 (  )    
     

(    ) (    )
7 

 نجد:  وبالعودة إلى المتحوؿ 

∫
   

√ 
   

√ 

 

  <
 

 

 

 
 

 
 

 

   
 

 
  

 

    
   = 

 استخدام النشر في حساب النيايات التطبيق الثالث:
نعمـ مف دراستنا اي )مقرر التفاضؿ( النيايات أنو توجد توابع تأخذ أحد أشكاؿ 

زالة منتو أو لانيائي, وقد استطعنا إ عدد  حيث  , تسعى نحو   عدـ التعييف عندما 
ماو مباشرة وبعض النيايات الشييرة,  حسب خواص النيايات , إماعدـ التعييف باستخداـ  ا 

  ف خلاؿ الأمثمة التالية كيؼ يمكف إزالة عدـ التعييف لمتابع قاعدة لوبيتاؿ, وسنتبيف م
 باستخداـ النشر.

  (:30) مثال
      , وذلؾ بطريقة النشر:   احسب النياية التالية       

    

 
. 

 الحل: 
 حسب ماكموراف ىو:   نعمـ أف منشور        

     
 

  
 

  

  
    

  

  
   ( ) 

( )  حيث    
    

(   ) 
( )        و      , وبالتالي   
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4  

 

  
 

  

  
   5    

 

  
 

 

  
      

 إذاً :
   
   

    

 
   

  (:31) مثال

      أثبت أف          
      

 
  

 

  
  

 

 
 , وذلؾ باستخداـ النشر.

 الحل: 
  و      نعمـ أف منشور        

  

 )حسب منشور ماكموراف( ىو عمى الترتيب:  
       

  

  
 

  

  
 

  

  
                           

   
  

    
 

  

 

  
 

. 
  

 
/
 

  
 

. 
  

 
/
 

  
    

             
  

 
 

  

     
 

  

     
 

  

     
    

 وبالتالي يكوف لدينا:

   
   

       
  

 

  
  

    
   

  
  

  
 

  

  
 

  

  
    .  

  

 
 

  

     
 

  

     
 

  

     
   /

  
 

 بجمع الحدود المتشابية نجد:

    
   

   .
 

  
 

 

     
/    .

 

  
 

 

     
/    .

 

  
 

 

     
/    

  
 

    
   

 (
 

  
 

 

     
)    (

 

  
 

 

     
)    (

 

  
 

 

     
)     

 
 

       
 

 

     
     

   

       
  

 

  
  

 

  
 

 التطبيق الرابع: استخدام النشر في إزالة حالات عدم التعيين.
  تعييف عندما توجد توابع تأخذ أحد أشكاؿ عدـ نو نعمـ مف دراستنا اي النيايات أ      

, وقد استطعنا إزالة عدـ التعييف إما حدود أو غير محدودعدد م  حيث  , تسعى نحو 
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ما باستخداـ قاعدة لوبيتاؿ, سنبيف ايما يمي كيفية إزالة  مباشرة حسب خواص النيايات, وا 
 عدـ التعييف باستخداـ النشر.

  تعريف التابع اللامتناىي في الصغر:
 ( ) يسعى نحو الصفر اإف   يسعى نحو الصفر عندما  ( ) التابع  كافإذا 

ذا كاف لا متناىي اي الصغر مع  ( )   , وا 
 

   ̃  
ىو لا   نقوؿ إف س, ا 

ف   .( ) ىو الجزء الرئيسي لمتابع     متناىي اي الصغر الأساسي, وا 
  تعريف التابعان المتكافئان:
أو عمى أية مجموعة جزئية مف   ف عمى معراي ( ) و  ( ) نقوؿ عف تابعيف 

      , إذا تحقؽ الشرط:    جوار النقطة  إنيما متكاائاف اي : 
 ( )

 ( )
   

( ) ونكتب عندئذٍ :   ( )  أو (( )   )( )  
 

لا  ( ) حيث  ( )  ̃   
( ) أي   متناه اي الصغر مع   تسعى نحو الصفر.  , عندما   

 : تسعى نحو العدد   ونعرؼ بصورة مماثمة التابعيف المتكاائيف عندما 
   
   

 ( )

 ( )
   

 (:15) ملاحظة
االحد الأوؿ مف النشر ىو الجزء الرئيس  ( ) إذا كتبنا النشر المحدود لمتابع 

 .( ) لمتابع 
 (:1) نتيجة

حد الأدنى درجة, أما اي جوار لماي جوار الصفر يكوف كثير الحدود مكاائاً  
 :حد الأعمى درجة. امثلاً الاللانياية, اإف كثير الحدود يكاائ 

 الصفر. نحويسعى   عندما               
 نحو اللانياية. يسعى  عندما                   

 (:32) مثال
     بما أف: 

 

  
 

  

  
       

  

  
 , اإف:     

     
 

   ̃   
       ف: أوبما 

  

  
 

  

  
     , اإف:      

 
   ̃   
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 التعييف.لنطبؽ الآف النشر اي إزالة عدـ 
 حالة 

 
( ) تحدث ىذه الحالة اي التابع  :

 ( )
ينتيياف نحو الصفر,  ( ) و  ( ) , حيث 

 . يسعى نحو العدد   عندما 
 (:33) مثال

( ) نياية التابع:  أوجد  
(      )      

    (   )
 يسعى نحو الصفر.  عندما  

 الحل:
       أف:  بما

  

  
 

  

  
       , اإف:      

 
   ̃ 

  

 
 

(   )  و     
  

 
 

  

  
 (   )  , اإف:      

 
   ̃    

       و 
  

  
 

  

  
     اإف:       

 
   ̃   

وبالتالي, التابع المعطى يكاائ: 
  

 
   

    
 

 

 
( )       : إذاً    

 

 
. 

 حالة 

 
( ) تحدث ىذه الحالة اي التابع  :

 ( )
ينتيياف إلى اللانياية  ( ) و  ( ) , حيث 

 .   عندما 
 (:34) مثال

  نياية التابع  أوجد
      

     
 تسعى نحو اللانياية.  , عندما 

 الحل:
       أف  بما

 
      و      ̃   

 
 , اإف:   ̃   

   
   

     
   

   

  
   

مف خلاؿ الأمثمة               نقدـ الآف باقي حالات عدـ التعييف: 
 التالية وعمى الترتيب:

 (:35) مثال
( √  )  أوجد نياية التابع:         يسعى نحو الصفر الموجب:  , عندما    
 الحل:

  √  بما أف 
 

    ̃   ايكوف:   √ 
 

    ̃  √     
  أو: 

 
    ̃   , يكوف لدينا:    √, وبفرض   √   √  

 
   ̃       

 .          وىذا يعطي: 
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 (:36) مثال
.      احسب       

 

   
    

     
/. 

 الحل:
.      تكتب النياية المدروسة بالشكؿ:       

          

      
 , وىذا مف الشكؿ /

 
 ,

      وبما أف:
 

           و     ̃   
 

   ̃  
  

 
 لأف: 

       
  

 
 

  

   
                 

  

 
 

  

  
      
 نعوض انجد:

   
   

(
          

      
)     

   

  

 

    
 

 

 
 

 (:37) مثال
   (    )  أوجد نياية التابع:       

 تسعى إلى الصفر.  عندما   
 الحل:
    لدينا:       

 

        , وبما أف          
 

   ̃   
  

 
  ايكوف 

           
 

 
      , وبالتالي اإف: 

 

√ 
. 

 (:38) مثال
 .  يسعى نحو   , عندما    (   )  أوجد نياية التابع       
 الحل:
(   )    نأخذ لوغاريتـ الطرايف نجد:        بػ   , ولنبدؿ المتغير      
 ((   )  )  وبما أف  ((   )  )       انجد:     

 
    ̃      

    لأف 
 

   , ويكوف    ̃     
 

    ̃       
 .             , ومنو             لأف:  

 ( جدول لأفم اؾسلادل اؾتابعقة غير الدـتفقة:11-2)

       
  

  
    

  

  
                   

       
  

  
 

  

  
    (  ) 

     

(    ) 
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    (  ) 

   

   
                 

      
  

  
 

  

  
    

   

   
                 

      
  

  
 

  

  
    

     

(    ) 
                 

 

   
           (  )             | |    

  (   )    
  

 
 

  

 
    (  ) 

    

   
         | |    

 

   
                       | |    

  (   )     
  

 
 

  

 
    

  

 
         | |    

          
  

 
 

  

 
    (  ) 

     

    
           ,    - 
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 تمرقـات محؾوؾة

∑حتى تكوف سمسمة القو :   حدد قيـ  + *
  

(   )
 
 متقاربة.    

 الحل:
   بما أف          

  

(   )
 , ايكوف:         

   
   

|
    

  
|     

   
|
     (   ) 

   (   )
|  | |    

   

   

   
 | | 

| |عندما  مطمقاً السمسمة المعطاة متقاربة  وبالتالي , ومتباعدة عندما   
| | ذا كاف     ∑ اسنحصؿ عمى السمسمة العددية:    وا 

 

   
 
وىي سمسمة     

 عددية توااقية متباعدة.
∑, اسنحصؿ عمى السمسمة العددية     اذا كاف 

(  ) 

   
 
وىي سمسمة     

التي تكوف اييا سمسمة القو  المعطاة   . اذاً  قيـ ددية متناوبة وىي متقاربة شرطياً ع
 .,    ,متقاربة ىي 

∑أعد الطمب السابؽ لسمسمة القو :  + *      
    

   الحل:
   
   

|
    

  
|     

   
|
(   )      

    
|  | |    

   
(   )    

 .   , السمسمة متباعدة , ونصؼ قطر تقاربيا    , إذا كاف لذلؾ
∑حتى تكوف سمسمة القو :   حدد قيمة  + *       

متقاربة ثـ استنتج نصؼ قطر     
 تقاربيا.

  الحل:

   
   

|
    

  
|     

   
|
     (   ) 

     
|  | |    

   

 

   
   

الحقيقية. وىنا نصؼ قطر   وبالتالي اإف السمسمة متقاربة مف أجؿ جميع قيـ 
 .   تقاربيا 

 حدد مجاؿ تباعد سمسمة القو  التالية: + *

  
 

 
(   )  

 

 
(   )     (  ) 

 

   
(   ) 
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  الحل:
 إف الحد العاـ ليذه السمسمة ىو:

   (  ) 
(   ) 

   
 

 وبالتالي:

   
   

|
    

  
|     

   
|
(   )   

   
 

   

(   ) 
| 

    
   

|
   

   
 (   )|     

   
(
   

   
) |   |    |   | 

|   |وبالتالي السمسمة المدروسة تكوف متقاربة عندما    ف:, أي إ  
                      

 .   أو     تكوف السمسمة المدروسة متباعدة إذا 
انحصؿ بعد التعويض اي السمسمة المعطاة عمى السمسمة     أما مف أجؿ 

 العددية:

  
 

 
 

 

 
    (  ) 

 

   
    
 وىي سمسمة عددية متقاربة.

 انحصؿ عمى السمسمة العددية:    أما مف أجؿ 

  
 

 
 

 

 
    

 

   
    

, وبالتالي مجاؿ تباعد -   -, إذاً  مجاؿ تقارب السمسمة المعطاة ىو وىي متباعدة
-السمسمة ىي:      , -    ,. 

∑أثبت أف مجاؿ تقارب سمسمة القو :   + *
 

√ 
 
       ىو       

  الحل:
   الحد العاـ ليذه السمسمة ىو:          

 

√ 
 , كما أف:  

   
   

|
    

  
|     

   
|
    

√   
 
√ 

  
|     

   
|

√ 

√   
  |   

 | |    
   

4√
 

   
5  | |   | | 
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| |السمسمة المدروسة تكوف متقاربة )حسب اختبار النسبة( عندما يتحقؽ:     
    واي حالة      أو     , وتكوف متباعدة عندما       أو 

 نحصؿ عمى السمسمة العددية: 

∑
 

√ 
( ) 

 

   

   
 

√ 
 

 

√ 
    

  , حيث , سمسمة  والتي ىي 
 

 
 , وىي متباعدة.

 نحصؿ عمى السمسمة العددية:      اي حالة 

∑
 

√ 
(  ) 

 

   

    
 

√ 
 

 

√ 
    

 .      , إذاً مجاؿ تقارب السمسمة المدروسة ىو: وىي سمسمة متقاربة
∑ادرس تقارب سمسمة القو   + *

  

 
 
, محدداً نصؼ قطر التقارب, وبالتالي مجاؿ    

 التقارب.
 لدينا: الحل:

     
   

|
  

    
|     

   
|

 

 
 

   

|     
   

   

 
   

| |ف:   أي إ  .    أو    
نحصؿ عمى السمسمة العددية سا 1بػ   لنبدؿ اي السمسمة الأخيرة المفروضة 

∑
 

 
 
اسنحصؿ عمى السمسمة العددية      وىي سمسمة متباعدة. أما مف أجؿ     

∑المتناوبة 
(  ) 

 
 
 .وىي متقاربة شرطياً     

 أوجد مجاؿ تقارب السلاسؿ التالية: + *

( )    ∑
(   ) 

 (    )

 

   

            ( )   ∑
  

  

 

   

            ( )   ∑ (  
 

 
)

 

   

 

      

 ( نطبؽ اختبار النسبة لنجد:1مف أجؿ السمسمة ) الحل:
     

   
|
  

    
|     

   
|

 

 (    )
 
(   )(      )

 
|
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|   |أي أف:      وبالتالي: إف مجاؿ التقارب ىو 

 
|   |ف: أي إ     

-ف مجاؿ التقارب ىو , أي إ      أو    , أما مجاؿ التباعد ايو جميع ,    
 أي: الأخر   قيـ 

  -      , -   , 
     , سنجد بإبداؿ            ونحصؿ عمى حالة شؾ عندما 

∑السمسمة العددية 
(  ) 

 (    )
 
, اسنحصؿ      وىي سمسمة متقاربة أما مف أجؿ    

∑عمى السمسمة العددية 
  

 (    )
 
 )يمكف التحقؽ مف ذلؾ باختبار المقارنة(.المتباعدة     

( نطبؽ عمييا اختبار الجذر النوني لإيجاد نصؼ قطر 2مف أجؿ السمسمة )
 التقارب:

     
   

|  |
 

 

     
   

|
 

  
|
 

 

 

   
-مجاؿ عمى ال مطمقاً ( متقاربة 2ف السمسمة )أي إ  , ومجاؿ التباعد ىو:,    

-      , -   , 
∑نحصؿ عمى السمسمة العددية      ومف أجؿ  ( )  

وىي سمسمة     
 العاـ لا يسعى نحو الصفر.متباعدة لأف حدىا 
∑نحصؿ عمى السمسمة العددية      ومف أجؿ  (  )  

وىي سمسمة     
 العاـ لا يسعى نحو الصفر.لكوف حدىا  أيضاً متباعدة 
 نطبؽ عمييا اختبار الجذر النوني )كوشي(س, ا(3مف أجؿ السمسمة ) أما

   
   

√|  |
 

    
   

|√|(  
 

 
)
 

     |
 

|     
   

(  
 

 
) |  |     

 , وتكوف السمسمة المدروسة متقاربة.    , اإف      إذا كاف 
ونحصؿ مف السمسمة المعطاة عمى السمسمة     , اإف     إذا كاف 

∑  المتباعدة: .  
 

 
/
 

 
-, إذاً  مجاؿ تقارب السمسمة المدروسة ىو         ,. 

 لتكف سمسمة القو : + *

   ∑ (  )      
                  

 أوجد مجموعيا ثـ تكامميا.
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  الحل:
|      : ة أولاً لندرس تقارب ىذه السمسم       

     

   | السمسمة متقاربة مف     
,    , وىي سمسمة ىندسية أساسيا , لنحسب مجموع ىذه السمسمة        أجؿ

( ) وبالتالي اإف مجموعيا:   
 

  (   )
( ) ف أي إ   

 

    
 ف:أي إ 

 

    
               

 نجد:       حيث   حتى  0بمكاممة الطرايف مف 

∫
  

    

 

 

           
  

 
 

  

 
 

  

 
    (  ) 

     

    
    

 لتكف السمسمتاف: + *

∑  

 

   

             ∑(  )   

 

   

 

 المطموب عيف السمسمة الناتجة عف ضرب ىاتيف السمسمتيف:
  الحل:

السمسمة الناتجة و        ف مف نفس المجاؿ وىو إف السمسمتيف متقاربتي       
 .أيضاً  نفسو عف الضرب تتقارب مف نفس المجاؿ

 إف أمثاؿ السمسمة الناتجة تحسب بعد معراة أمثاؿ السمسمتيف وىما:
                (  )  

 وبالتالي:

   ∑        

 

   

 ∑(  )   

 

   

 

  , اإذا كاف القيمة المطمقة ومختمفة بالإشارةوىذا يعطينا مجموع حدود متساوية ب
بالتالي مجموعيا يساوي الصفر أي المجموع عدد زوجي و كاف عدد الحدود اي عدداً ارديا ً 

 اردي معدومة.  مف أجؿ    ف إ
, وبالتالي السمسمة الناتجة عف (  )مساويا ً    زوجي لكاف   أما إذا كاف 

 الضرب ىي:
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∑أثبت أف المشتؽ الأوؿ لسمسمة القو   +  *    
  

سمسمة قو  ليا  المتقاربة ىو    
 نصؼ قطر التقارب نفسو.

  تطبيق:
∑أوجد نصؼ قطر تقارب سمسمة القو         

 

  
   

 , ونصؼ قطر تقارب مشتقيا.   
  الحل:

|        نصؼ قطر التقارب لمسمسمة المفروضة يعطى بػ:         
  

    
لنشتؽ  |

∑سمسمة القو      
  

 حداً حداً لنحصؿ:    

(∑   
 

 

   

)

 

 ∑     
   

 

   

 

 , وذلؾ حسب اختبار النسبة:ؼ قطر تقارب سمسمة القو  الأخيرةلنحسب نص
      

   
|

   

(   )    
|     

   

 

   
    
   

|
  

    
|        

 التطبيق:

     
   

|
  

    
|     

   
|
 

  
 
    

   
|    

 :ىو نصؼ قطر تقارب السمسمة الناتجة عف الاشتقاؽ: ايكوف   لنفرض أف 

(∑
 

  
  

 

   

)

 

 ∑
  

  
     

 

   

 

 ويكوف:
      

   
|
  

  
 

    

(   ) 
|      

   

  

       
       

       ينتج مما سبؽ أف   
∑مف المعموـ أف مكاممة سمسمة القو   +  *    

  
, حداً حداً ىي سمسمة قو  جديدة    
 ليا نصؼ قطر تقارب السمسمة الأصمية نفسو.

  تطبيق:
∑أوجد نصؼ قطر تقارب سمسمة القو :               

, ونصؼ قطر السمسمة    
 الناتجة عف تكامميا.
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  الحل:
 نحسب أولاً نصؼ قطر سمسمة القو  المفروضة:       

     
   

|
  

    
|     

   
|
  

    
|  

 

 
 

 نكامؿ سمسمة القو  حداً  حداً  لنحصؿ: 

∫ (∑     

 

   

)
 

 

    ∑∫        
 

 

 

   

 ∑
  

   

 

   

      

 .  لنحسب الآف نصؼ قطر تقارب السمسمة القو  الأخيرة وليكف 
      

   
|

  

   
 
   

    
|  

 

 
   
   

(
   

   
)  

 

 
   

 

 
 
     ف  أي إ

 

 
. 

∑أوجد نصؼ قطر تقارب ومجاؿ تقارب سمسمة القو :  +  *
(  ) (   ) 

(   ) 
 
    

 الحل:
متحوؿ حقيقي   , حيث      , أي أف       لنجر التحويؿ التالي: 

 وبالتالي ستأخذ سمسمة القو  المفروضة الشكؿ:

∑(  )   (   ) 
 

   

 

 لنحسب نصؼ قطر تقارب السمسمة الأخيرة:

     
   

|
  

    
|     

   
(
   

   
)
 

   

 .   إذاً  نصؼ قطر تقارب السمسمة الأخيرة ىو: 
 , استأخذ السمسمة الأخيرة الشكؿ:    إذا كاف 

∑
(  )    

(   ) 

 

   

 ∑
 

(   ) 

 

   

 

∑وىي متقاربة )بالمقارنة مع السمسمة 
 

  
 
   .) 

∑, اسنحصؿ عمى السمسمة العددية    إذا كاف 
(  ) 

(   ) 
 
وىي متقاربة     

∑. إذاً  مجاؿ تقارب السمسمة أيضاً 
(  )    

(   ) 
 
,      , بما أفلكف -    ,ىو     
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, إذاً  مجاؿ تقارب سمسمة القو  الأصمية ىو      أو          ايكوف 
,   -. 
( ) أوجد سمسمة القو  لمتابع:    +  *  √   

  
 الحل:

√   
 

 (   )
 

  
  إف 

 

 
 لقو  التالية:, بالتعويض اي سمسمة ا

(   )        
 (   )

  
      

 (   ) (     )

  
    
  حيث 

 

 
 نجد أف: 

(   )
 

    
 

 
   

 

 
.
 

 
  /

  
   

 

 
.
 

 
  / .

 

 
  /

  
    

 

 

 
.
 

 
  /  .

 

 
    /

  
       

 أو بالشكؿ:

(   )
 

    
 

 
  

 

     
   

     

     
     

 (  )    
    (    )

     
       

| |حيث    . 
 مستفيداً  مف منشور التابعيف  +  *

   
 و  

   
 , انشر التابع:

 ( )  
    

       
 

  الحل:
 لنكتب التابع بدلالة التابعيف        

   
 و  

   
    , وذلؾ بتفريؽ الكسر 

       
إلى  

 كسور بسيطة )مع تحديد الثوابت(.
    

       
 

    

(   )(   )
 

 

   
 

 

   
 

  جراء المطابقة نجد أف المقامات وحذايا وا  بتوحيد 
 

 
  و  

 

 
وبالتالي يكوف  

 لدينا:
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(

 

   
)   

 

 
(

 

   
)   

 

 
(               )     | |    

 كما أف:
 

 
(

 

   
)  

 

   
(

 

  
 

 

) 

 
 

   
4  

 

 
 

  

  
    (  ) 

  

  
   5       | |    

 وبالتالي يكوف لدينا:
    

       
  

 

 
(               )   

 
 

 
4
 

 
 

 

  
 

  

  
    (  ) 

  

    
   5 

 وبجمع الحدود المتشابية نجد:
 

 

 
 

 

 
  

 

  
      

 

 
((  ) 

 

    
  )       

| |والنشر الأخير صحيح حيث    . 
 لمتابع الأسي:  أوجد النشر غير المنتيي بجوار العدد الحقيقي  +  *

 ( )       
 الحل:

لأنو معرؼ ومستمر اي   يحقؽ شروط تايمور لمنشر بجوار النقطة      التابع 
-مجاؿ تعريفو   , كما أف منشور تايمور مع الحد الباقي ىو:,    

 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )    

 
(   ) 

  
  ( )( )

 
 (   ),   (   )-

(   ) 
(   )                

 ( )              ( )            
  ( )     ( )      ( )( )       
  ( )     ( )      ( )( )         
 (   )( )            (   ),   (   )-      (   )     (   ) 

 وبالتالي يكوف الباقي:
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  ( )  
(   )   

(   ) 
 (   ),   (   )-  

(   )   

(   ) 
  (   ) 

 بالتعويض اي منشور تايمور نجد:

       
   

  
 

(   ) 

  
    

(   ) 

  
 

(   )   

(   ) 
  (   )   

  -   , 
 .          , يجب أف نبرىف أف:   للانتقاؿ إلى النشر غير المنتيي

 أو أف نبرىف أف السمسمة غير المنتيية التالية متقاربة:

  (   )  
(   ) 

  
    

(   ) 

  
    

 مف أجؿ ذلؾ نستخدـ اختبار النسبة:
   
   

|
    

  
|  |   |    

   

 

   
     

واؽ دستور تايمور اي      منشور التابع  إذاً , مطمقاً وبالتالي السمسمة متقاربة 
 النشر غير المنتيي ىو:

       (   )  
(   ) 

  
    

(   ) 

  
    

واؽ منشور    سنحصؿ عمى منشور التابع     لاحظ أنو إذا وضعنا 
 ماكموراف غير المنتيي:

       
  

  
    

  

  
    

( ) انشر التابع  +  * التي مف أجميا   واؽ سمسمة ماكموراف, ثـ أوجد قيمة       
 تكوف السمسمة الناتجة متقاربة.

 الحل:
 ( )               ( )       
  ( )                  ( )     
   ( )                   ( )     
    ( )                     ( )      

 بالتعويض اي سمسمة ماكموراف نجد:
          

  

  
   

  

  
   

  

  
      (  ) 

  

  
      

 التي تكوف مف أجميا السمسمة الأخيرة متقاربة.  ف قيمة لنوجد الآ
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 بتطبيؽ اختبار النسبة نجد:
   
   

|
        

(   ) 
 

  

     
|  | |    

   

 

   
   

 . اذاً  السمسمة السابقة متقاربة ميما تكف قيمة 
 مستفيداً  مف علاقات أولر, أثبت صحة العلاقة:  +  *

       
 

 
      

 

 
     

 الحل:
     بما أف 

        

  
 ايكوف لدينا: 

      4
        

  
5

 

 
                                

   
 

 
                     

   
 

          

   
 

 (        )

   
 

  
 

 
4
          

  
5  

 

 
4
        

  
5   

 

 
      

 

 
     

( ) اكتب صيغة تايمور لمتابع  +  * , ثـ    و     , حيث (   )   
 واحسب قيمة الخطأ المرتكب. (   )  احسب 

 الحل:
 ( )    (   )          ( )        
  ( )  (   )            ( )    
   ( )   (   )             ( )     
    ( )   (   )              ( )    
 ( )( )    (   )           ( )( )     
 ( )( )    (   )           ( )( )     

 ( )( )      (   )      
 ىي: ( ) وبالتالي اإف صيغة تايمور لمتابع 

  (   )   ( )  
  ( )

  
  

   ( )

  
   

    ( )

  
   

 ( )( )

  
  

 
 ( )( )

  
     ( ) 

   
 

  
   

 

  
   

 

  
   

  

  
     ( ) 

 حيث:
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  ( )  
 ( )( )

  
    

   

(   )    
    

  

 (   ) 
             

 , لدينا: (   )  لحساب 

  (   )    ( )    
  

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
                          

 , وبالتالي:     عممياً  لدينا 

  (   )      
(   ) 

 
 

(   ) 

 
 

(   ) 

 
 

(   ) 

 
            

    لنحسب الآف الخطأ المرتكب اي النقطة 
|  (   )|  

(   ) 

 (   ) 
                  

 , ايكوف    بما أف 

   
 وبالتالي    

(   ) 
 وبالتالي:   

|  (   )|  
(   ) 

 (   ) 
 

(   ) 

 
 

        

 
          

         لذلؾ يكوف الخطأ المرتكب أقؿ مف 
 , عند استخداـ التقريب:ماىي أكبر قيمة لمخطأ المرتكب +  *

       
  

  
 

  

  
 

مقرباً   (   )   ثـ استخدـ التقريب السابؽ لحساب            حيث 
 لستة أرقاـ عشرية.

  الحل:
( ) بما أف         ( )( ) , اإف:       , وباستخداـ صيغة         

 نجد:    تايمور حيث 

       
  

  
 

  

  
   ( ) 

( )  حيث   
 ( )( )

  
        

  

  
| |أو            حيث          ,

 وبذلؾ يكوف:
|  ( )|  |    | 

| | 

  
 

| | 

  
 

(   ) 

  
            

           قيمة لمخطأ المرتكب أصغر مف  وىذا يعني أف أكبر
 نحوؿ أولاً  مف درجة إلى رادياف, أي:         لإيجاد



  
069 

 

  

          (
   

   
)     .

 

  
/ 

 وبالتالي:
   .

 

  
/  

 

  
 .

 

  
/
 

 
 

  
 .

 

  
/
 

 
 

  
            

 .               ىي تقريباً         لاحظ أف القيمة الحقيقية لػ 
 أوجد سمسمة ماكموراف لمتابع:  +  *

 مستفيداً  مف منشور التابع ,     

   
واؽ سمسمة  

 ماكموراف 
  الحل: 
 نعمـ أف سمسمة ماكموراف لمتابع        

   
 ىي: 

 

   
                      | |    

 اي السمسمة الأخيرة نجد:    بػ   باستبداؿ 
 

    
 

 

  (   )
 ∑(   ) 

 

   

 

 ∑(  )    

 

   

               

|   |بما أف السمسمة الأخيرة سمسمة ىندسية , ايي متقاربة عندما  وىذا    
| |أو      يعني أف:    . 

( )  استفد مف التمريف السابؽ اي إيجاد سمسمة ماكموراف لمتابع +  *          
  الحل:

( )  بما أف           
 

 : بمكاممة سمسمة ماكموراف لمتابع     

)انظر التمريف      
 السابؽ( حداً  حداً  نجد:

        ∫
  

    
 ∫(             )   

     
  

 
 

  

 
 

  

 
    

( )        انجد     , نضع   لإيجاد قيمة ثابت التكامؿ  بذلؾ    
 ىي:        تكوف سمسمة ماكموراف لمتابع 
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    ∑(  ) 

     

    

 

   

 

 بما أف نصؼ قطر تقارب سمسمة التابع 

(    )
ىو الواحد لذلؾ يكوف نصؼ قطر  

 .أيضاً ىو الواحد         تقارب السمسمة لمتابع 
( )  أوجد سمسمة ماكموراف لمتابع  +  *         
  الحل:

 ىي:     نعمـ أف سمسمة ماكموراف لمتابع        

       
  

  
 

  

  
 

  

  
    ∑(  ) 

   

(  ) 

 

   

           

 نجد:  بضرب السمسمة الأخيرة بػ 

         
  

  
 

  

  
 

  

  
     ∑(  ) 

   

(  ) 

 

   

 ∑(  ) 
     

(  ) 

 

   

 

 , احسب النياية التالية:مستخدماً النشر +  *
   
   

        

  
              

 الحل:
 )حسب منشور ماكموراف(:       باستخداـ منشور التابعيف 

     
    

  
 

      

  
 

      

  
    

      
     

  
 

(  )     

  
 

(  )     

  
    

   
    

  
 

      

  
 

      

  
    

 نجد:
   
   

        

  
  

    
   

  
    

  
 

      

  
 

      

  
      

    

  
 

      

  
 

      

  
     

  
 

 



  
070 

 

  

    
   

       

  
 

       

  
 

       

  
   

  
 

    
   

4     
      

   
 

      

       
   5                

  √استخدـ منشور ثنائي الحديف لحساب القيمة التقريبية لمعدد:  +  *
  

  الحل:

√  
 

 √    
 

 √  (  
 

  
)

 

    √  
 

  

 

  (  
 

  
)

 

  

 باستخداـ منشور ثنائي الحديف:
(   )       

 (   )

  
      

 نجد:

 (  
 

  
)

 

 

  <  
 

 
 
 

  
 

 

 
. 

 

 
/ .

 

  
/
 

 
=   

  (  
 

  
 

   

       
)   (  

 

  
 

 

   
)   

        

   
 

    

   
       

∫أوجد صيغة لحساب القيمة التقريبية لمتكامؿ:   +  *
    

 
   

 

 
, ثـ استفد مف الطمب  

∫السابؽ اي حساب التكامؿ 
    

 
   

 

 
 

 .    بخطأ قيمتو المطمقة أصغر مف  
 :بما أف الحل:

       
  

  
 

  

  
    (  ) 

     

(    ) 
    

 اإف:
    

 
   

  

  
 

  

  
    (  ) 

   

(    ) 
    

 , وبالتالي:  السمسمة السابقة تتقارب مف أجؿ جميع قيـ 

∫
    

 
   

 

 

   
  

    
 

  

    
    (  )  

     

(    ) (    )
    

∫لنحسب الآف
    

 
   

 

 
 

 بػ   وذلؾ بتعويض كؿ   

 
 اي السمسمة الأخيرة  
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∫
    

 

 

 

 

 , - 

 

  6
  

    
7
 

 

 

 6
  

    
7
 

 

 

    

 
 

 
 

 

    
 
 

  
 

 

    
 
 

  
    

 نجد:سإذا أخذنا أوؿ حديف مف السمسمة العددية السابقة ا

∫
    

 

 

 

 

   
 

 
 

 

       
                         

 وبالتالي ايكوف الخطأ المرتكب بالقيمة المطمقة أصغر مف:
 

       
          

 

      
                             

                               
 احسب التكامؿ: +  *

 ( )  ∫
    

√ 
   

 

 

 

  الحل:
 , ومنو:       , وبالتالي:      ومنو     √نفرض       

 ( )  ∫
     

 

√ 

 

       ∫         
√ 

 

 

  ∫ 6   
  

  
    (  ) 

     

(    ) 
   7

√ 

 

   
,  ف السمسمة الموجودة تحت رمز التكامؿ متقاربة مف أجؿ جميع قيـ حيث إ
 وبالتالي يكوف:

 ( )   6
  

 
 

  

    
    (  ) 

     

(    ) (    )
   7

 

√ 

 

  √ 6
 

 
 

  

    
    (  ) 

     

(    ) (    )
   7 

      صحة النياية: مستخدماً  النشر, أثبت  +  *
      

    
 

 

 
 

 الحل:
       بما أف  

  

  
 

  

  
      , اإف       

 
   ̃

  

 
 



  
073 

 

  

     وبما أف  
 

 وبالتالي يكوف:    ̃   
      

    

 
   ̃ 

  

   
 

 

 
 

 ومنو يكوف:

   
   

      

    
    

   

 

 
 

 

 
 

      , احسب مستخدماً النشر +  *
      

   
 الحل:

       بما أف 
 

   ̃  
  

 
 ايكوف: 

   
   

      

  
    

   
4
     

  
5     

   
 

 

 
   

, احسب النتيجة التقريبية     مكتفياً  بثلاثة حدود غير معدومة مف نشر التابع  +  *
 .(   )   لمعدد 

 الحل:
(   )   لدينا:       (      )     .

 

 
 

 

   
/     (   ) 

(   ) وبالتالي أصبح لدينا:       (   ) 
 وىو يحقؽ شروط النشر حسب تايمور:

 ( )              ( )                ( )        
(   ) ولدينا:    ( )  

 

  
  ( )  

  

  
   ( ) 

   (   )     
 

 
 

 

   
   

 

 
 .

 

   
/
 

 
 

  
   

 

 
 

   (   )  
 

 
 

√ 

   
  

  

     
        

 مستخدماً  منشور التابع  +  *

   
 استنتج منشور التابع:  

(   ) 
 

 الحل:
 إف:       

   
, وبوضع         (  )                

 ( )  
 

   
( )  و يكوف:     

 

(   ) 
, بمفاضمة كؿ حد مف حدود السمسمة 

 السابقة نجد:
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(   ) 
              (  )             | |    

 يكوف: ومنو

   
 

(   ) 
             (  )             

| |حيث  (   )  أوجد سمسمة القو  لمتابع:  +  *  (   )  , ثـ احسب   
 مقرباً  الناتج إلى خمسة أرقاـ عشرية.

 الحل:
| |بما أف:         ايكوف:   

  (   )  ∫
  

   

 

 

 ∫ ,             (  )      -
 

 

   

 ∫    
 

 

 ∫  
 

 

   ∫     
 

 

    (  ) ∫   
 

 

      

   | 
  

  

 
| 
   

  

 
| 
     (  ) 

    

   
| 
     

  (   )    
  

 
 

  

 
    (  ) 

    

   
          | |    
 نجد:      بوضع اي السمسمة الأخيرة 

  (   )      
(   ) 

 
 

(   ) 

 
 

(   ) 

 
 

(   ) 

 
      

                                         
 الأولى ومكتفيف إلى خمسة أرقاـ عشرية سنحصؿ عمى: ةبجمع الحدود الأربع

  (   )          
      بقو       أوجد سمسمة تايمور لػ  +  *
 الحل:
( ) بوضع:         نجد:      

  ( )                ( )                  ( )  وبالتالي:       

 .
 

 
/  

 

 
       .

 

 
/  

√ 

 
         .

 

 
/   

 

 
           .

 

 
/   

√ 
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 وبالتعويض اي سمسمة تايمور:

 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )    

 
 ( )( )

  
(   )     

 نجد:

     
 

 
 

√ 

 
.  

 

 
/  

 

 (  )
.  

 

 
/
 

 
√ 

 (  )
.  

 

 
/
 

    

 والحد العاـ ليذه السمسمة ىو:

   

{
 

 (  )
 

  
 

   
.  

 

 
/                        

(  )
(   )

  
√ 

   
.  

 

 
/
 

                   

 

∫أوجد القيمة التقريبية لمتكامؿ: +  *       

 
 مقرباً  الناتج إلى أربعة أرقاـ عشرية.   

 الحل:
       بما أف:        

  

  
 

  

  
 

  

  
 ومنو نجد:     

         
  

  
 

   

  
 

   

  
    

 وبإجراء المكاممة لكؿ حد مف حدود السمسمة الأخيرة نجد:

∫        
 

 

 
 

 
 

 

  
 

 

    
 

 

     
    

 الأولى اقط نجد: ةوبجمع الحدود الثلاث

∫        
 

 

        

 واي ىذه الحالة يكوف الخطأ أقؿ مف 

     
         

∫ثـ احسب       √أوجد سمسمة القو  لمتابع:  +  * √        

 
   

 الحل:
| |         اي سمسمة القو  حيث    بػ   بتعويض        بالمتتالية:   
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(   )       
 (   )

  
     

 
 (   )(   ) (     )

  
      

 نجد:

√     
   

 

 
   

 

     
      (  )   

     (    )

     
   

    
 مف حدود السمسمة السابقة نجد:بإجراء عممية المكاممة لكؿ حد 

∫ √     
   

 

                                 

 وبالاكتفاء بستة أرقاـ عشرية يكوف لدينا:

∫ √     
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 تمرقـات غير محؾوؾة

∑أوجد مجاؿ تقارب سمسمة القو :  (1)    
   

    
 
, وأوجد مجاؿ تباعد سمسمة القو :    

∑
     

    
 
   . 

∑أوجد نصؼ قطر تقارب ومجاؿ تقارب سمسمة القو :  (2)
 (   ) 

    
 
   . 

∑تكوف سمسمة القو    مف أجؿ أي قيـ لػ  (3)
(   ) 

 
 
, ثـ حدد مجاؿ متقاربة    

 تقاربيا.

 حتى يكوف تابع بيسؿ مف المرتبة صفر التالي  حدد قيـ لػ  (4)
  ( )  ∑

(  )    

   (  ) 
 
 , وما ىو نصؼ قطر تقاربو.متقارباً     

∑أف مجاؿ تقارب سمسمة القو :  أثبت (5)
(  )      

(    ) 
 
-ىو          ,. 

 , ثـ احسب مجموعيا عمى مجاؿ تقاربيا: مجاؿ تقارب سلاسؿ القو  الآتية دأوج (6)

( )    ∑   

 

   

         ( )   ∑(  )   

 

   

 

 :الآتيةد مجاؿ تقارب سلاسؿ القو  أوج (7)

( )   ∑
   

 (   )

 

   

          ( )    ∑
(  )     

 (   )

 

   

 

∑أوجد نصؼ قطر تقارب ومجاؿ تقارب السمسمة  (8)    
  

, والتي حدىا العاـ     
 ىو:

   
(  )   

 (  ) 
   

∑مجاؿ تقارب السمسمة أوجد نصؼ قطر تقارب و  (9)
(   ) 

    
 
, ثـ أوجد مجاؿ تقارب    

        التي حدىا العاـ السمسمة 
 

  . 

 :لية, احسب النياية التاوار الصفربج     و    مستخدماً نشر التابعيف  (10)
   
   

        (   )

  
 

( ) انشر التابع  (11)  بجوار الصفر.      

مقرباً الناتج        , احسب القيمة التقريبية لػ مستخدماً  صيغة تايمور اي النشر (12)
 إلى سبعة أرقاـ عشرية.
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 أوجد نصؼ قطر تقارب سمسمة القو  ذات الحد العاـ: (13)
   

              حيث       
(   )  مستفيداً  مف منشور التابعيف  (14) , أوجد القيمة التقريبية لمعدد (   )   

 مقرباً  الناتج إلى ستة أرقاـ عشرية.    

( ) انشر التابع التالي بجوار الصفر:  (15)    . 

 , احسب كلاً  مف النيايات التالية:باستخداـ طريقة النشر (16)
( )       

   

           

  (    )
           ( )        

   

       

       
 

( )       
   

.√        
 

/        ( )        
   

       

        
 

      بدقة           احسب قيمة العدد:   (17)

    √احسب قيمة العدد  (18)
 بخمس مراتب عشرية صحيحة.  

 أوجد منشور ماكموراف مع باقي لاغرانج لمتابع: (19)
 ( )    (    )          

 

 
           

 عيف مجاؿ تقارب السمسمة (20)
  

 

 
   

 

 
   

 

 
      

∑نصؼ قطر تقارب السمسمة:  أوجد (21) (  )         
, ونصؼ قطر السمسمة    

 الناتجة عف تكامميا.

∑نصؼ قطر تقارب السمسمة:  أوجد (22) (  ) 
     

(    ) 
 
, ونصؼ قطر تقارب    

 مشتقيا.

( ) التابع:  اكتب (34)  .   حسب قو                   

 :اف انشر التوابع الآتيةمنشور ماكمور  حسب (24)
( )      ( )                ( )     ( )        

( ) التابع      انشر بجوار  (25)  
    

       
. 

(   )  مستفيداً  مف منشور التابعيف  (26) أوجد منشور ماكموراف  (   )   
( ) لمتابع:           
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( ) انشر التابع  (27)    √
   

   
, ثـ عيف مجاؿ تقارب السمسمة اي سمسمة ماكموراف 

 الناتجة.
∫استخدـ        

  

    

 

 
   √

   

   
. 

( ) انشر التابع  (28)   حسب قو       
   

   
. 

( ) أوجد ثلاثة حدود غير معدومة مف نشر التابع  (29)  واؽ سمسمة ماكموراف.     

( ) مف نشر التابع:  أوجد ثلاثة حدود غير معدومة  (30)             . 

∑عيف مجاؿ تقارب السمسمة   (31)    
 

  
 
   . 

   لتكف السمسمة التابعية التي حدىا العاـ:    (32)
(   ) 

    
 , والمطموب: 

 عيف مجاؿ تقاربيا , ثـ ادرس طبيعتيا عند طراي مجاؿ تقاربيا.
∫  احسب التكامؿ   (33)

  

√    

 

 
 , وذلؾ باستخداـ سمسمة ذي الحديف.

 .     انشر واؽ سمسمة ماكموراف التابع:  (34)

( ) اكتب الحدود الأربعة الأولى مف نشر التابع  (35) اي جوار  (    )   
 الصفر.

( ) اكتب الحدود الثلاث الأولى مف منشور التابع  (36) اي جوار           
 الصفر.

 , أثبت صحة النيايات التالية:شرمستخدماً الن (37)

 )      
   

      (    )

      
   

 )      
   

  (     )

   
   

 )      
   

(    )        
 

√ 
 

 بيف ايما إذا كانت التوابع التالية قابمة لمنشر حسب منشور ماكموراف: (38)
 ( )               ( )  

 

    
        ( )       

حسب منشور ماكموراف,  (   )    أوجد أربعة حدود مف منشور التابع  (39)
 واستنتج الحد العاـ, وعيف مجاؿ التقارب.
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 جورج فريدريك برنيارد رايمان:
 1836عالـ رياضيات ألماني عاش اي الفترة مف 

, حيث أستاذاً اي غونتغف 1859, أصبح سنة 1866حتى 
كاف يدرس ىناؾ تحت إشراؼ جاوس, وحاز عمى دعمو, 
تتضمف إنجازاتو الرئيسية أعمالًا اي نظرية الدواؿ وتطوير 
اليندسة التفاضمية مف بداياتيا اي أعماؿ جاوس, ووصؼ 
ىندسة ريمانية غير إقميدية, واكتشاؼ تكامؿ ريماف كما 

 ية الممكية.وضع ارضية ريماف, وانتخب قبؿ وااتو زميلًا اي الجمع
 غوتفريد لايبنتز:

غوتفريد ايمييمـ مف لايبنتز )أيضاً لايبنتز( )لايبتزغ يوليو 
اي  1716, 14نوامبر  – 14646أو. إس.(,  31)يونيو  1

ىانوار( ألماني ايمسوؼ, عالـ طبيعة, عالـ رياضيات, 
 دبموماسي, ومحامي.
مع نيوتف أحد مؤسسي عمـ التفاضؿ  يعتبر لايبنتز

والتكامؿ وبخاصة تطوير مفيوـ التكامؿ وقاعدة الجداء, كما طوّر المفيوـ الحديث لمبدأ 
 انحفاظ الطاقة.
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 سلاسل فورياه
Fourier Series 

يعود الفضؿ لسلاسؿ اورييو إلى العالـ الفيزيائي الرياضي جوزيؼ اورييو 
 والذي استخدميا لأوؿ مرة اي بحوثو العممية الخاصة بانتقاؿ الحرارة. (         )

إف لسلاسؿ اورييو أىمية خاصة وبالغة الأىمية اي الرياضيات التطبيقية 
 مثؿ ىندسة التحكـ الآلي والاتصالات وغيرىا. ,والفيزيائية واليندسية

المفاىيـ التي سنحتاجيا وقبؿ البدء بالتعرؼ عمى سمسمة اورييو ودراستيا نقدـ أىـ 
 اي دراستنا.

 :(                 )( اؾتابع اؾدوري 1-3)

,    , أي  مف مجموعة الأعداد الحقيقية   مجاؿ تابعاً  حقيقياً عمى   ليكف 
 بحيث تتحقؽ العلاقة:   إذا وجد عدد حقيقي موجب  تابع دوري عمى   نقوؿ إف 

 (   )   ( )        
 . الأعداد التي تحقؽ المساواة السابقة بدور التابع ونرمز لو بػ  نسمي أصغر

  التابع الدوري بالشكؿ التالي: نقوؿ عف التابع الحقيقي  تعرؼبعض المراجع 
بحيث تتحقؽ المساواة:     , إذا وجد عدد حقيقي إنو دوري  مف   المعرؼ عمى 

 (    ) والتي تكوف المساواة   ا يسمى أصغر الأعداد , كم       ( )  
 . السابقة محققة بنصؼ دور التابع 

  (:1) مثال
 .    دورية ودور كؿ منيا           التوابع التالية        

 .   دورية ودور كؿ منيا           أما التوابع 
المعرؼ   , امثلاً  التابع دور ممكف بأيا ً دوريا ً التابع الثابت يمكف اعتباره تابع

( )  : عمى   يمكف كتابتو بالشكؿ:                 
 ( )           

( ) , ايمكف اعتبار التابع  ىو       بما أف دور التابع     
 . ىو        , وبالتالي يكوف دور التابع أيضاً  ( )ىو   عمى  ودورها ً دوريا ً تابع
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 .والتي سنستفيد منيا لاحقاً  أىم خواص التوابع الدوريةنقدـ الآف بعض 
, عندئذٍ عدداً  صحيحاً لا يساوي الصفر  , وكاف  دوراً  لمتابع الدوري   إذا كاف  1-

 .أيضاً   ىو دور التابع    
 لدينا: البرىان:

 (    )   (        )   (  (   )   ) 
  (  (   ) )   (   )   ( )             

ثـ  -   ,لرسـ المنحني البياني لتابع دوري , يكفي رسـ منحني ىذا التابع اي المجاؿ  2-
 نمدده دورياً  عمى طوؿ محور الأعداد الحقيقية.

 والمعرؼ عمى المجاؿ   امثلاً  التابع الدوري ذو الدور 
 

 
   

 

 
ذو و  

 الدور 

 
 . 

 

 
/  :والمعرؼ بالعلاقة    

 ( )  {
                

 

 

            
 

 
    

 

 يمكف رسـ خطو البياني بالشكؿ:

 
ثابتييف     وكاف   , ودور كؿ منيا ىو ورييفتابعيف د ( )  ( ) إذا كاف  3-

( ) , عندئذٍ التابع:   حقيقيف    ( )  .اً أيض  دوري ودوره  ( )   
, أو ضرب عدة توابع دورية أو طرح ,نستنتج مف الخاصة السابقة أف حاصؿ جمع

نفسو. كما اف حاصؿ قسمة تابعيف دورييف   ىو تابع دوري لو الدور   دور كؿ منيا 
 ليما الدور نفسو ىو تابع دوري لو الدور نفسو.

f (x)

x
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تجدر الإشارة إلى أنو إذا كانت أدوار التوابع مختمفة اػإف حاصػؿ جمعيػا أو طرحيػا 
 .ةابع دوريو ت أيضاً أو ضربيا أو قسمتيا تكوف 

 اإف  ( ) دور التابع   إذا كاف  4-

 
 ع:يكوف دوراً  لمتاب 

 ( )  .   , حيث              (  )  
  البرىان:

 (  
 

 
)   [ (  

 

 
)]   (    )   (  )   ( ) 

( ) التابع  فمثلاً :   تابع دوري ودوره        
  

 
, التوابع . وبشكؿ عاـ

  دورية ودورىا       و       
  

 
دورية         و       , أما التوابع 

  ودورىا 
 

 
. 

, عندئذٍ يتحقؽ    لممكاممة عمى المجاؿ  , وقابؿ تابع دوري ودوره   بفرض  5-
 مايمي:

∫  ( )   
   

 

 ∫  ( )       
 

 

                    (  ) 

 البرىان:
 , وبما أف:      لنفرض أف  1-

∫  ( )   
   

 

 ∫  ( )    ∫  ( )   
   

 

    
 

 

 ( ) 
∫لمتكامؿ       وبإجراء التحويؿ   ( )  

   

 
ىو دور   وباعتبار أف  

 يكوف لدينا: ( ) التابع 

∫  ( )   
   

 

 ∫  (   )    ∫  ( )   
 

 

 

 

 ∫  ( )   
 

 

 

 نجد: ( )بالتعويض اي العلاقة 

∫  ( )   
   

 

 ∫  ( )    ∫  ( )   
 

 

 

 

 ∫  ( )   
 

 

 

 انبرىف العلاقة بنفس الطريقة السابقة.    كاف أما إذا  2-
 ( السابقة مايمي:5نستنتج مف الخاصة )

   إذا كاف  1.
 

 
 عمى العلاقة: (  )اسنحصؿ مف العلاقة  
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∫  ( )   

 

 

 
 

 

 ∫  ( )   
 

 

 

 , اإف الطريقة الأخيرة تأخذ الشكؿ:    وبشكؿ خاص إذا كاف 

∫  ( )   
 

  

 ∫  ( )   
  

 

 

 .  دورة   , أف التابع الدوري جؿ الخواص المتبقية نفرض لمسيولةمف أ
 , عندئذٍ التابع:  تابعاً  دورياً دوره   ليكف  6-

 ( )  ∫  ( )
 

 

                           

∫, إذا واقط إذا أيضاً    دوري ودوره   ( )
 

  
    . 

 البرىان:
 , اإف:    إذا كاف 

 (    )  ∫  ( )
    

 

   ∫  ( )  
  

 

 ∫  ( )  
    

  

 

 وبما أف:

∫  ( )
  

 

   ∫  ( )
 

  

   

∫  ( )  
    

  

 ∫  (    )  
    

  

 ∫  ( )  
 

 

 

 ايكوف:

 (    )  ∫  ( )  
 

  

 ∫  ( )  
 

 

 

(    )  وىذا يعني أف:  يتحقؽ إذا واقط إذا كاف: ( )  

∫  ( )  
 

  

   

 , عندئذٍ  التابع:   ودوره  ا ً دوري ا ً تابع  إذا كاف  7-

 ( )  ∫  ( )  
 

 

  
 

 
               

   حيث 
 

 
∫  ( )   
 

  
 .أيضاً    دوري ودوره  
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 البرىان:
 , عندئذٍ يكوف لدينا:    بفرض 

 (    )  ∫  ( )  
    

 

 
    

  
∫  ( )  

 

  

 

 ∫  ( )  
  

 

 ∫  ( )  
    

  

 
 

  
∫  ( )  

 

  

 ∫  ( )  
 

  

  ( ) 

 ومف الخاصتيف السابقتيف نجد:

∫  ( )
  

 

   ∫  ( )
 

  

       ∫  ( )  
    

  

 ∫  ( )  
 

 

 

 نجد أف: (  )بالتعويض اي العلاقة 
 (    )   ( ) 

  (:2) مثال
( ) بفرض         , بيف ىؿ التابع  , دوري ودوره -    ,تابعاً  معرااً عمى     

( ) بالشكؿ:    المعرؼ عمى     ∫  ( )  
 

 
 دوري. 

  الحل:
 نر : 6حسب الخاصة       

∫  ( )  
 

  

 ∫     
 

  

 
 

 
(  (  ))  

  

 
   

 (.6عطى ليس دورياً  حسب الخاصة )إذاً  التابع الم
  (:3) مثال

( ) إذا كاف         -معرااً  عمى المجاؿ       , بيف ىؿ التابع   ودوره  ,    
( ) بالشكؿ:     المعرؼ عمى   ∫  ( )         

  
 ., دوري

  الحل:
∫  لنحسب أولاً          ( )  

 

  
 

∫  ( )  
 

  

 ∫    
 

  

 
 

 
,  -  

  
 

 
(     )    

 .  المعطى دوري ودوره   ( التابع 6احسب الخاصة )
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 :(                      )( اؾتوابع اؾػردقة واؾزوجقة 2-3)

, ايي تسيؿ عمينا حساب أمثاؿ ياف بيالمتوابع الفردية والزوجية أىمية لا يست
 .حقاً )معاملات( اورييو والتي سندرسيا لا

 تعريف التابع الفردي والزوجي:
,  مف مجموعة الأعداد الحقيقية   تابعاً  حقيقياً معرااً عمى المجاؿ   ليكف 

  إف التابع  :نقوؿ
 متناظراً بالنسبة لمبدأ الاحداثيات وكاف  المجاؿ اردي إذا كاف  1.

 (  )    ( ) 
 وكاف   متناظراً بالنسبة لممحور   المجاؿ زوجي إذا كاف  2.

 (  )   ( ) 
متناظر بالنسبة لمبدأ أف منحني التابع الفردي  , نستنتجمف التعريؼ السابؽ

 ايو متناظر بالنسبة لمحور العينات )التراتيب(. منحني التابع الزوجيأما , الاحداثيات
  (:4) مثال

 ىي توابع اردية.                                         التوابع التالية:      
 يي توابع زوجية.ا            | |                                  أما التوابع:  

 وذلؾ حسب التعريؼ السابؽ.
 مثؿ ,زوجيةبفردية وليست بتوجد توابع ليست 

                    
 بعض خواص التوابع الفردية والزوجية:نقدـ الآف 

 حاصؿ جداء تابعيف زوجيف أو اردييف ىو تابع زوجي. 1-
  البرىان:
 :مف أجؿ واإن, يفيزوج           ( )  ( ) إذا كاف التابعاف        

 ( )   ( )  ( )         
 يكوف:

 (  )   (  )  (  )   ( )  ( )   ( )           
 , عندئذٍ  يكوف:    تابعيف اردييف حيث  ( ) و  ( ) أما إذا كاف 

 (  )   (  )  (  )    ( ) (  ( ))   ( )  ( )   ( ) 
 ىو تابع اردي. حاصؿ جداء تابع اردي بتابع زوجي 2-



  
087 

 

  

  البرىان:
 عندئذٍ يكوف:    , حيث تابعاً  اردياً  ( ) تابعاً  زوجياً و ( ) ليكف        

 (  )   (  )  (  )   ( ) (  ( ))    ( )  ( ) 

                 ( )         

 .   اردي , حيث  ( ) ف التابع إأي 
أكثر ف مجموع تابعيف اردييف أو ا  يف زوجيف أو أكثر ىو تابع زوجي و إف مجموع تابع 3-

 ىو تابع اردي.
 , عندئذٍ يتحقؽ:-    ,معرااً وقابلاً لممكاممة عمى المجاؿ المغمؽ   إذا كاف التابع  4-

∫  ( )  
 

  

 {

( )  اردي           

 ∫  ( )  
 

 

( )   زوجي         
 

 البرىان:
∫  ( )  

 

  

 ∫  ( )  
 

  

 ∫  ( )  
 

 

 
∫بالتكامؿ    بػ   باستبداؿ   ( )  

 

  
 نجد: 

∫  ( )  
 

  

  ∫  (  )  
 

 

 ∫  (  )  
 

 

 
 وبالتالي يكوف:

∫  ( )  
 

  

 ∫  (  )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫ , (  )   ( )-
 

 

     ( ) 
 :تؤدي إلى أف ارديا ً تابعا ً   اإذا كاف 

∫  ( )  
 

  

   
 الشكؿ:السابقة  ( )اتأخذ العلاقة  تابعاً  زوجيا ً   أما إذا كاف 

∫  ( )  
 

  

  ∫  ( )  
 

 

 

 (:5) مثال
∫اإف:  اردي     و   مف التابعيف  بما أف كلا ً        

 

  
و    

∫     
 

  
 , كما أف:  
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∫ | |  
 

  

  ∫ | |  
 

 

  ∫    
 

 

  6
  

 
7
 

 

    

 تابع زوجي. | |لأف وذلؾ 
موع تابعيف أحدىما مجايمكف كتابتو عمى شكؿ ارديا ً  ليس زوجياً ولا  إذا كاف التابع  5-

 خر اردي , ويتـ ذلؾ كما يمي:زوجي والآ
 ( )  

 

 
, ( )   (  )-  

 

 
, ( )   (  )-    ( )    ( ) 

   حيث 
 

 
, ( )    تابع زوجي و   -(  )  

 

 
, ( ) تابع  -(  )  

 اردي.
  (:6) مثال

( ) اكتب التابع          
 

   
كؿ مجموع تابعيف أحدىما زوجي عمى ش          

 اردي.خر والآ
  الحل:

 نلاحظ أولاً  أف التابع        

   
( السابقة 5حسب الخاصة ) ا ً زوجي ولا ا ً , ليس اردي

 لدينا:
 ( )  

 

   
 

 

 
(

 

   
 

 

   
)  

 

 
(

 

   
 

 

   
)   

 
 

    
 

 

    
 

   إف التابع 
 

 , وأف التابع زوجي     

    
 اردي. 

 الملاحظة التالية: ستعرض, نسمسمة اورييو بدء اي تعريؼقبؿ ال
  (:1) ملاحظة
 يمكف التحقؽ بسيولة مف التكاملات التي سنستخدميا لاحقاً  التالية:       

∫        
 

  

 2
            

               
         ( ) 

∫        
 

  

                              ( ) 

∫             
 

  

 2
            
              

                    

∫              
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∫             
 

  

 2
            
              

          

∫        
 

  

 ∫        
 

  

         
التكامؿ مف تغير عندما تكوف حدود يى أف ناتج التكاملات السابقة لا نود الإشارة إل

–, عوضاً  مف   إلى    ( مف خواص التوابع 5, وذلؾ حسب الخاصة ) إلى   
 الدورية.

 (                    )( اؾسؾسؾة الدثؾثقة 3-3)

ذا كاف يف حقيقيتيعدديت يفمتتاليت +  * +  *لتكف  , ا ً ثابت ا ً حقيقي ا ً عدد   ف , وا 
 تابعية مف الشكؿ:عندئذٍ  نسمي كؿ سمسمة 

 

 
   (             )  (               )    

 (               )      ( ) 
 أو بالشكؿ المختصر:

  

 
 ∑(               )

 

   

          

 بسمسمة مثمثية.
أمثاؿ السمسمة                           الأعداد الحقيقية  نسمي عادة

 .(               )ثوابت أولر ثية السابقة, وسنسمييا لاحقاً  المثم
 ونسمي التوابع:

 

 
                                       

 بجممة مثمثية أساسية.
إف جميع توابع الجممة المثمثية الأساسية ىي توابع دورية , ليا الدور نفسو وىو 

  . 
  (:2) ملاحظة
 بأنيا سمسمة تابعية مف الشكؿ: السمسمة المثمثية تعرؼ بعض المراجع الأجنبية      

   ∑(                 )

 

   

        ( ) 
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, إف توابع الجممة ثوابت حقيقية, واي ىذا الشكؿ                     حيث 
 المثمثية الأساسية:

                              
  ىي توابع دورية ودورىا 

  

 
. 

 نتائج:
, حيث (               ), نجد أف كؿ حد مف تعريؼ السمسمة المثمثية 1-

, يمثؿ حركة اىتزازية توااقية بالنسبة ( )مف حدود السمسمة المثمثية         
  , حيث (    )    , ويمكف التعبير عنيا بالشكؿ:   لممتحوؿ الحقيقي 

دورىا و  ىي دورية, و سعة الحركة  و     الصفحة الابتدائية لمحركة اي المحظة 
  ىو 

 
. 

اإف  ,   غير منتو لتوابع دورية ذات دور  ىي مجموع ( )ف السمسمة المثمثية أبما  2-
 . أيضاً    ودوره متقاربة  ( )إذا كانت السمسمة  أيضاً ا ً تابع المجموع ليا يكوف دوري

إذا كانت السمسمة التابعية المبرىنة المساعدة التالية: إلى لاحقا ً سنحتاج 
∑   ( )

 
تابعاً  محدوداً  عمى  ( ) , وكاف    متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ     

∑السمسمة التابعية  ستكوف, عندئذ ٍ  نفس المجاؿ   ( )   ( )
 
متقاربة بانتظاـ عمى     

 (.مف التمرينات المحمولة (3. )لمبرىاف انظر التمريف المحموؿ رقـ ) المجاؿ 
اي سمسمة مثمثية.    دوره   وليكف  إمكانية نشر تابع دوري مالندرس الآف 

المبرىنة  , مف أجؿ ذلؾ نستعرضسمسمة المثمثيةليف أمثاؿ اىذه المسألة تعيتقتضي 
 التالية:
 (:1) مبرىنة
 إذا كانت السمسمة المثمثية        

   

 
 ∑ (               ) 

  تابع  إلىمتقاربة بانتظاـ                 
 , عندئذٍ  يكوف: -    ,عمى المجاؿ 

   
 

 
∫  ( )                         

 

  

 

   
 

 
∫  ( )                       
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 البرىان:
عندئذٍ   -    ,عمى    إلىالمفروضة متقاربة بانتظاـ بما أف السمسمة المثمثية 

 :-    ,مف   يكوف مف أجؿ كؿ 

 ( )  
  

 
 ∑(               )

 

   

 

 :ا, وبالتالي يكوف لدين -    ,لممكاممة عمى   ً قابلا  بع وكذلؾ يكوف التا

∫  ( )   
 

  

 
  

 
∫   

 

  

 ∑4  ∫        
 

  

   ∫      
 

  

   5

 

   

 

                         
  

 
∫   

 

  

      

 ف:إأي 
   

 

 
∫  ( )  

 

  

 
اإف السمسمة               بضرب طراي السمسمة المثمثية المفروضة بػ 

( ) المثمثية الناتجة تبقى متقاربة بانتظاـ مف التابع  وبالمكاممة  -    ,عمى       
–مف   نجد:  إلى   

∫  ( )        
 

  

 
  

 
∫        

 

  

 ∑   

 

   

∫      
 

  

          

 ∑  

 

   

∫      
 

  

         

 ( ينتج لدينا:1وبالاستفادة مف الملاحظة )
∫  ( )        

 

  

     
 وبالتالي:

   
 

 
∫  ( )        

 

  

             
 , وبالمكاممة نجد:     ضرب طراي السمسمة المثمثية المعطاة بػ بوبنفس الطريقة, 

∫  ( )        
 

  

 
  

 
∫        

 

  

 ∑  

 

   

∫      
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 ∑  

 

   

∫      
 

  

             

 ومنو ينتج لدينا:
   

 

 
∫  ( )        

 

  

             

 بثوابت أولر فورييو.    حيث          تسمى الثوابت الحقيقية 
  (:7) مثال

(    ) حدد ثوابت أولر اورييو لمتابع المحقؽ لمشرط        والمعرؼ ,  ( )  
 :بالعلاقة

 ( )  2
              
                

 
  الحل:

, -   , -    ,نلاحظ أف التابع معطى بصورتيف مختمفتيف اي المجاليف:        
ينبغي حساب  ,ليذا التابع        حيث          وبالتالي لحساب الأمثاؿ 
 كما يمي: -   , -    ,التكاملات عمى المجاليف 

   
 

 
∫  ( )  

 

  

 
 

 
6∫  ( )  

 

  

 ∫  ( )  
 

 

7     

 
 

 
6∫    

 

  

 ∫    
 

 

7 

                            
 

 
∫    

 

 

 6
  

  
7
 

 

 
 

 
 

   
 

 
∫  ( )        

 

  

 
 

 
6∫     

 

  

 ∫        
 

 

  7  

 
 

 
∫         

 

 

 

 نجد:                    وبإجراء المكاممة بطريقة التجزئة حيث نفرض أف: 

   
 

 
[
      

 
]
 

 

 
 

 
∫        

 

 

 0
     

   
1
 

 

 
(  )   

    
 

 ومنو يكوف:
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   {
  عدداً  زوجياً                  

 
 

    
  عدداً  اردياً       

 

   لنحسب أخيراً  العدد 

   
 

 
∫  ( )        

 

  

 
 

 
6∫     

 

  

 ∫          
 

 

7

 
 

 
∫          

 

 

 
 

 
0 

      

 
1
 

 

 
 

 
∫      

 

 

   

 
 

 
[ 

      

 
 

     

 
]
 

 

 
(  )   

 
           

  (:3) ملاحظة
 لمبرىنة السابقة بالحالة العامة بالشكؿ التالي:يمكف صياغة وبرىاف ا       

 إذا كانت السمسمة المثمثية:

   ∑(                 )

 

   

 

  , حيث (     )عمى المجاؿ  ( ) متقاربة بانتظاـ مف التابع 
  

 
دور  

 إذا كاف:, أي ثابت حقيقي ما  و                            التوابع 

 ( )     ∑(                 )

 

   

 

 تعطى بالعلاقات التالية:                       اإف أمثاؿ أولر اورييو 
   

 

 
∫  ( )
   

 
           

 

 
∫  ( )         
   

 
   

   
 

 
∫  ( )         

   

 

                          

 (              ) ( دؾسؾة ػورققه 4-3)

تيدؼ سمسمة اورييو إلى تمثيؿ التوابع الدورية غير البسيطة بدلالة مجموع توابع 
دورية بسيطة مكاائة ليا. وذلؾ ضمف شروط يجب أف يحققيا التابع الدوري لكي نتمكف 

 . مف أجؿ ذلؾ نعرؼ سمسمة اورييو لمتابع الحقيقي  ,ؽ سمسمة اورييومف نشره وا
 



  
094 

 

  

 تعريف سمسمة فورييو لتابع حقيقي:
, ولتكف السمسمة -    ,تابعاً حقيقياً معرااً وقابلاً لممكاممة عمى المجاؿ   ليكف 

 :المثمثية
 

 
   ∑(               )

 

   

 

ة مف خلاؿ علاقات أولر عرام                 حيث الأعداد الحقيقية 
, عندئذٍ نسمي السمسمة المثمثية السابقة   تابعلالموااقة ا( اورييو )التي تمت دراستيا سابقاً 

                 , ونسمي اي ىذه الحالة الأعداد الحقيقية  بسمسمة اورييو لمتابع 
 بأمثال أو معاملات فورييو.

 تعريف سمسمة فورييو: نتائج وملاحظات من
  اسنكتب سمسمة اورييو لمتابع   لـ تكف سمسمة اورييو متقاربة مف التابع الحقيقي  إذا 1-

 بالشكؿ:

 ( )  
  

 
 ∑(               )

 

   

 

 لسمسمة اورييو بالشكؿ: +  *الحد العاـ لمتتالية المجاميع الجزئية  2-

  ( )  
  

 
 ∑(               )

 

   

           

حداً , وليس  (    )نلاحظ أف ىذا المجموع )اي الطرؼ الأيمف( يتألؼ مف 
 حداً كما ىو معروؼ سابقاً .  
ذا أمكف إيجاد سمسمة مثمثية متقاربة بانتظاـ   تابعاً  حقيقياً  ودوره   إذا كاف  3- , وا 

 ف:إوي ىذا التابع , أي عيا يسامجمو كاف        -    ,عمى المجاؿ 
 ( )  

  

 
 ∑.     

  

 
       

  

 
 / 

واي  -    ,عمى المجاؿ  ( ) عندئذٍ نسمي ىذه السمسمة بسمسمة اورييو لمتابع 
والتي سميناىا بأمثاؿ                      ىذه الحالة نحسب الأعداد الحقيقية 

 اورييو بالعلاقات التالية:
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∫  ( )  
 

  
 

   
 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

  

                 

   
 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

  

                 

( )  (  ) , إف مجموع السمسمة الأخيرة يساوي -    ,  حيث 

 
وذلؾ مف  

 .        أجؿ كؿ مف النقطتيف 
 كؿ عاـ عمى النحو التالي:يمكف صياغة مفيوـ سمسمة اورييو بش 4-

لممكاممة عمى المجاؿ  ( وقابؿ  )أو   تابع حقيقي دوري ودوره   بفرض 
 كؿ سمسمة مثمثية مف الشكؿ: يكوف, عدد حقيقي  حيث  -     ,

   ∑(                 )

 

   

                 

 ونكتب:  تدعى سمسمة اورييو لمتابع 

 ( )     ∑(                 )

 

   

 

( امثلاً  إذا كاف 3كما أف أمثاؿ اورييو تحسب مف العلاقات الواردة اي الملاحظة )
 :تكوف -    , المجاؿ عمى  سمسمة اورييو لمتابع  إفا     و     

 ( )     ∑(               )

 

   

 

 حيث:
 

   
 

  
∫  ( )

  

 

     

    
 

 
∫  ( )         

  

 

              

   
 

 
∫  ( )                     

  

 

 

ويكوف          كما أف السمسمة الأخيرة تكوف متقاربة مف أجؿ كؿ مف النقطتيف 
(  )  ( ) مجموعيا اي كؿ مف ىاتيف النقطتيف ىو: 

 
. 
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نشر تابع حقيقي اي سمسمة اورييو والتي لنقدـ الآف الشروط الكااية )غير لازمة( ل
 , لكف سنحتاج قبميا إلى المفاىيـ التالية:شروط ديرخميوتعرؼ باسـ 

 تعريف نقطة الانقطاع من النوعين الأول والثاني:
, إذا كاف مستمراً  عند كؿ اي مجاؿ ما مستمر جزئيا ً إنو  : نقوؿ عف التابع 

 ط الانقطاع مف النوع الأوؿ.امف نقنقطة مف ىذا المجاؿ باستثناء عدد منتو 
المعرؼ عمى   لمتابع  انقطاع من النوع الأولإنيا نقطة    ونقوؿ عف النقطة 

 إذا كانت النيايتاف:    المجاؿ 
 (    )         

  ) أو  ( )  
 )النياية موجودة ومحدودة مف اليميف(. ( 

 (    )         
  ) أو  ( )  

 )النياية موجودة ومحدودة مف اليسار(. ( 
 موجودتيف ومحدودتيف. 

إنيا    , قمنا عف النقطة النيايتيف السابقتيف غير موجودة أما إذا كانت إحد 
 .   عمى المجاؿ   نقطة انقطاع مف النوع الثاني لمتابع 

(    ) نسمي الفرؽ )العدد( التالي:  عند   بقفزة التابع  (    )  
 .      . حيث  , ونرمز لو بػ    النقطة 

  دورياً  ودوره   إذا كاف التابع 
  

 
   ومشتقو   , وكاف التابع         

-مستمريف أو مستمريف جزئياً  اي المجاؿ  معرااً ووحيد القيمة   كاف التابع  , و,    
 .متقاربة اي كؿ نقطة منو  سمسمة اورييو لمتابع تكوف اي مجاؿ الدور عندئذٍ 
  الدور  وذ  إذا حقؽ التابع 

  

 
الشروط السابقة اي مجاؿ الدور:          

اربة بانتظاـ عمى مجاؿ , اإف سمسمة اورييو لو تكوف متقعدد حقيقي  , حيث (     )
مرار نقطة است  نفسو إذا كانت  ( ) مساوياً  لمتابع  ( ) , ويكوف مجموعيا الدور ىذا

(  )  (  ) , ومساوياً  لػ لو

 
 نقطة انقطاع مف النوع الأوؿ أي:  , إذا كانت  

 ( )  {
  نقطة استمرار لو                           ( ) 

 (  )   (  )

 
  نقطة انقطاع مف النوع الأوؿ لو       
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  (:8) مثال
( ) بفرض أف التابع         نُشِرَ اي سمسمة اورييو عمى المجاؿ           

 , أوجد مايمي:ىو مجموع سمسمة اورييو لو ( ) , ولنفرض أف -    ,
 ( )        ( )        (

  

 
)         (

   

 
) 

  الحل:
-    بما أف         ( ) , اإف ,       ( )  :كما أف   

 ( )  
 ( )   (  )

 
 

( ) وبالتالي يكوف:        . 
 اإننا نجد: ( ) ىو دور التابع    وبما أف 

 (
  

 
)   .

 

 
   /   .

 

 
/   .

 

 
/  

 

 
       

 حيث أف 

 
 -  , وبصورة مشابية نجد: ,    

 (
   

 
)   . 

 

 
   /   . 

 

 
/   . 

 

 
/  

  

 
 

 

 
    

 لنقدـ الآف بعض الأمثمة المناسبة لنشر تابع دوري واؽ سمسمة اورييو:
  (:9) مثال

-, ومعرااً عمى المجاؿ   تابعاً  دورياً  دوره   ليكف          بالشكؿ: ,    

 ( )  

{
 
 

 
         -     

 

 
, -

 

 
  ,

          0 
 

 
  

 

 
1  0

 

 
 
 

 
1

                          -  
 

 
 
 

 
,

 

, وأوجد مجموعيا درس تقارب سمسمة اورييو لوا, ثـ ( ) المطموب: ارسـ التابع 
-  اي كؿ نقطة      ,. 

  الحل:
 إف الخط البياني لمتبع المعطى ىو التالي:       
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 ط انقطاع مف النوع الأوؿ وىي:انلاحظ أف لمتابع المعطى أربع نق

 
 

 
  

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 حيث لدينا:
 .

 

 
  /             .

 

 
  /    

 .
 

 
  /             .

 

 
  /  

 

 
 

 . 
 

 
  /   

 

 
          . 

 

 
  /    

 . 
 

 
  /             . 

 

 
  /    

وكذلؾ التابع المدروس مضطرد عمى كؿ مجاؿ جزئي مف المجالات الجزئية 
 ط الانقطاع والتي ىي:االمحددة بنق

-     
 

 
,       -  

 

 
  

 

 
,       -  

 

 
 
 

 
,       -

 

 
 
 

 
,       -

 

 
  , 

 وأخيراً  نجد أف:
 (   )           (    )    

متقاربة   , وبالتالي, اإف سمسمة اورييو لمتابع المفروض إذف شروط ديرخميو محققة
-عمى المجاؿ   ساوي:ي مجموعياو  ,    

 . لمتابع   مف أجؿ كؿ نقطة استمرار  ( )  1-
-2  

 

 
  

 

 
 
 

 
 
 

 
 عمى الترتيب عند النقط  

 

 
  

 

 
 
 

 
 
 

 
. 

f (x)

x
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-عند كؿ طرؼ مف أطراؼ المجاؿ    3-     ,. 

  (:10) مثال
 :بالعلاقة -    ,, اي المجاؿ  مغرؼشر اي سمسمة اورييو التابع الان       

 ( )  2
               
              

 
 .اثـ احسب مجموعي

  الحل:
 هنشر  اإنو يمكف,  -    ,بما أف التابع المعطى مستمر ومضطرد اي المجاؿ        

-واؽ سمسمة اورييو عمى المجاؿ   ( أف أمثاؿ اورييو لو ىي:7وجدنا اي المثاؿ ) ,    

   
 

 
          {

  زوجية             

 
 

   
  اردية          

          
(  )   

 
           

-)مستمر عمى  ( ) مجموع سمسمة اورييو لمتابع  اإف وبالتالي  ( ىي: ,    

 ( )  
  

 
 ∑(               )

 

   

         -     , 

 ( )  
 

 
 ∑ 6

(  )   

   
      

(  )   

 
     7

 

   

   -     , 

عمى المجاؿ  ( ) إف المساواة الأخيرة تمثؿ مجموع سمسمة اورييو لمتابع المعطى 
-  ايساوي     , أما مجموع سمسمة اورييو ليذا التابع مف أجؿ النقطتيف ,    

 (    )   (   )

 
 

   

 
 

 

 
 

(  ) ف إحيث     
 

 
( ) و أف      

 

 
, وبالتالي , اإف النشر المطموب  

 ىو:

 ( )  
 

 
 ∑ 6

(  )   

   
      

(  )   

 
     7

 

   

         -     , 

  (:11) مثال
 :علاقةبال -    ,تابعاً  معرااً  عمى المجاؿ   ليكف        
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 ( )  {
          0    

 

 
1  -

 

 
  -

                   0 
 

 
 
 

 
1          

 

 ليذا التابع. وااقةسمسمة اورييو الم إيجاد, لمطموبا
, نوجد أولاً ثوابت اورييو: لمتابع المفروض وااقةلإيجاد سمسمة اورييو الم الحل:

                  
   

 

 
∫  ( )  

 

  

 
 

 
[∫    

 
 

 

  

 ∫    

 

 

 
 

 

 ∫    
 

 

 

]

 
 

 
6
  

 
   

  

 
7    

   
 

 
∫  ( )        

 

  

 

 
 

 
[∫         

 
 

 

  

 ∫         

 

 

 
 

 

 ∫         
 

 

 

] 

, الثاني مف اليميف يكامؿ بالتجزئة, عمماً  أف التكامؿ بإجراء عممية المكاممة
 نجد:                      ونفرض مف أجؿ ذلؾ:

    
 

 
   

  

 
 

   
 

 
∫  ( )        

 

  

 

 
 

 
[∫         

 
 

 

  

 ∫         

 

 

 
 

 

 ∫         
 

 

 

] 

   
 

 
∫         

 

 

 

  
 

   
.     

  

 
    

  

 
/ 

 بالتعويض اي سمسمة اورييو التالية:
  

 
 ∑(               )

 

   

 

 نجد أف سمسمة اورييو المقابمة لمتابع المعطى ىي:

 ( )  
 

 
  ∑ [

 

 
   

  

 
      

 

   
.     

  

 
    

  

 
/      ]
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  نناقش بعد موضوع  لأننا لـ  بدلاً  مف   لاحظ اي المثاؿ السابؽ استخدمنا الرمز
 تقارب سمسمة اورييو.

  (:12) مثال
والمعرؼ    التابع الدوري دورة  -    ,انشر اي سمسمة اورييو عمى المجاؿ        

 :علاقةبال
 ( )     

  الحل:
, وبالتالي اإف سمسمة بسيولة -    ,نلاحظ أف شروط ديرخميو محققة عمى        

 :ياورييو ليذا التابع ى

   
  

 
 ∑(               )

 

   

 

 لنوجد الآف أمثاؿ اورييو:
   

 

 
∫  ( )  

 

  

 
 

 
∫     

 

  

 
 

 
(      )  

    

 
 

   
 

 
∫  ( )

 

  

        
 

 
∫          

 

  

 

 بالمكاممة بطريقة التجزئة نجد:
   

 

 
(      )                   

 

 
∫          

 

  

          
 بطريقة التجزئة نجد:   بحساب الثابت 

    
 

 
∫          

 

  

                 
 السابقة نجد:   الأخيرة اي    بتعويض 

   
 

 
(      )            

 ف:إأي 
(    )   

 

 
(      )(  )             (  )          

 

   
(  ) 

 (    )
(      )  

(  )      

 (    )
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 ىي:   وبالتالي تكوف قيمة الثابت 
    

 (  ) 

 (    )
(      )  

(  )         

 (    )
 

 ىي: -    ,عمى المجاؿ    وبالتالي سمسمة اورييو لمتابع 
   

      

 
[
 

 
 

 

 
     

 

 
      

 

  
         

 

 
    

 
 

 
      

 

  
        ] 

 أو بالشكؿ:
   

    

 
6
 

 
 ∑

(  ) 

    
(            )7 

  (:13) مثال
( ) انشر اي سمسمة اورييو التابع         , ثـ أوجد المجموع -    ,اي المجاؿ    
. لسمسمة اورييو الناتجة وأوجد  ( ) 

  

 
 /. 

  الحل:
 بالعلاقة:   تعطى سمسمة اورييو لمتابع المفروض الذي دوره        

 ( )     ∑(               )

 

   

                   

 ف أمثاؿ اورييو:لنحسب الآ

   
 

  
∫  ( )  

  

 

 
 

  
∫    

  

 

 
 

  
,  - 

   
   

  
   

   
 

 
∫  ( )        

  

 

 
 

 
∫         

  

 

 

 , حيث نفرض:بإجراء المكاممة بطريقة التجزئة

                                     
 

 
      

       بالتعويض سنحصؿ: 

   
 

 
∫  ( )        

  

 

 
 

 
∫         

  

 

 

 ( نجد أف:بطريقة التجزئة )كما سبؽ تماماً  بإجراء المكاممة
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 إذاً  سمسمة اورييو لمتابع المعطى ىي:
     (

    

 
 

     

 
 

     

 
     ) 

 أو بالشكؿ:

     ∑
     

 

 

   

         -    , 

مف أجؿ النقطتيف   لسمسمة اورييو الناتجة يساوي  ( ) نلاحظ أف المجموع 
           

 وكذلؾ نجد:
 (

  

 
 )   (

 

 
 )  

 

 
  

  (:4) ملاحظة
 اي المثاؿ السابؽ بالعلاقة:   يمكف حساب        

   
 

 
∫  ( )  

  

 

 
 مف الشكؿ: سمسمة اورييو تكوفالحالة لكف اي ىذه 

 ( )  
  

 
 ∑(               )

 

   

 

 بالعلاقة: -    ,التابع الدوري والمعرؼ عمى المجاؿ  ارسـ (:14) مثال
 ( )  {

               
               

 
حتى          ثـ أوجد قيمة التابع اي النقط لو, أوجد منشور )سمسمة( اورييو و 

 .-    ,عمى  ( ) لمتابع مساوياً  لػ  يصبح مجموع سمسمة اورييو
 دتاف:و , بما أف النيايتيف التاليتيف موجودتاف ومحدمف شروط ديرخميولنتحقؽ أولا ً  الحل:

 (  )     
    

 ( )           (  )     
    

 ( )    
-    النقطة  اإف , وؿ لمتابع المعطىىي نقطة انقطاع مف النوع الأ ,    

-كما أف التابع المعطى ومشتقو عمى المجاليف الجزئييف  مف المجاؿ  ,   -و  ,    
-  شروط ديرخميو. افيحقق ,تابع المدروسالمعطى عميو ال ,    
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 إف الخط البياني لمتابع المعطى ىو:

 
                إف دور التابع المعطى 

 لنحسب أولاً  أمثاؿ اورييو لمتابع المفروض:

   
 

 
∫  ( )  

 

  

     
 

 
∫    

 

  

 ∫    
 

 

 
 

 
 , - 

    

   
 

 
∫  ( )

 

  

   
   

 
   

 

 
6∫    

 

  

 ∫     
   

 
  

 

 

7 

   
 

 
 
 

  
0   

  

 
 1

 

 

   

   
 

 
∫  ( )    

   

 
  

 

  

 
 

 
6∫    

 

  

 ∫     
  

 
   

 

 

7 

  
 

 
 
 

  
0   

  

 
 1

 

 

 
 

  
,  (  ) - 

 نجد أف:          بإعطاء 

   {
  عدد زوجياً            
 

  
  عدد اردياً            

       ( ) 

 بالشكؿ:   وبالتالي يمكف كتابة 

   
 

(    ) 
                  

f (x)

x
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 وبالتالي اإف:

 ( )  
 

 
 ∑

 

(    ) 
    

(    ) 

 
 

 

   

 

 ( )مف    كاف بالإمكاف مباشرة أف نكتب سمسمة اورييو آخذيف بعيف الاعتبار حساب 
 بالشكؿ:

 ( )  
 

 
 

 

 
(   

 

 
  

 

 
   

  

 
  

 

 
   

  

 
    ) 

ط استمرار ا, اي جميع نقالمعطى ( ) وىي متقاربة ومجموعيا يساوي التابع 
-التابع اي المجاؿ  مجموعيا حسب مبرىنة ديرخميو     واي نقطة الانقطاع  ,    

 يعطى بالعلاقة التالية:
 (  )   (  )

 
 

 وبالتالي, اإف مجموعيا اي ىذه الحالة:
 (  )   (  )

 
 

 

 
 

 مجموعيا يحسب حسب مبرىنة ديرخميو بالعلاقة:  اإف ,-    ,طراي المجاؿ  أما اي

 (   )   (  )

 
 

 ويساوي 

 
. 

 (   ( دلادل ػورققه ؾؾتوابع اؾزوجقة واؾػردقة )ذات اؾدور 5-3)

(                                         ) 
 يمي: الزوجي والتابع الفردي ينتج لدينا مامف تعريؼ التابع 

∫, اإف زوجياً تابعا ً  ( ) إذا كاف   ( )  
 

  
  ∫  ( )  

 

 
 لأف: 

∫  ( )  
 

  

 ∫  ( )  
 

  

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  (  )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 

 ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 

ذا ارضنا أف   , ايكوف لدينا:تابع اردي ( ) وا 
∫  ( )  

 

  

 ∫  (  )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
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( ) اإف تابعاً فرديا ً  ( ) أنو إذا كان  وبملاحظة  اردياً ا تابعً يكوف       
( )  , بينماأيضاً  تابع اردي  ( ) . ينتج مما سبؽ اي حالة ياً تابعاً زوج      

 مايمي:

   
 

 
∫  ( )  

 

  

   

   
 

 
∫  ( )        

 

  

   

   
 

 
∫  ( )        

 

  

 
 

 
∫  ( )        

 

 

 

 ( ) ابع الجيب وأما إذا كاف و لاحظ أف سمسمة اورييو اي ىذه الحالة تحوي اقط ت
( ) , اإف زوجياً  تابعاً  ( )  يكوف , بينمااردياً  اً سيكوف تابع       تابعاً       
 ذه الحالة سيكوف لدينا:, واي ىزوجياً 

   
 

 
∫  ( )  

 

 

 

   
 

 
∫  ( )        

 

 

               

   
 

 
∫  ( )          

 

  

                

 لاحظ أف سمسمة اورييو اي ىذه الحالة لا تحوي إلا توابع التجيب.
  (:15) مثال

( ) انشر التابع          .-    ,واؽ سمسمة اورييو اي المجاؿ  | | 
  الحل:

و  -    ,يتجزأ إلى المجاليف  -    ,المجاؿ  لأف ؛فاإف شرطي ديرخميو محقق       
المجاؿ الجزئي الثاني,  والتابع متناقص اي المجاؿ الجزئي الأوؿ بينما يتزايد اي -   ,
(  )  وبما أف ط المجاؿ مستمر اي كؿ نقطة مف نقا | |والتابع  ( )    
, اي المجاؿ, وكذلؾ بالنسبة لطر اً , ايكوف الشرط الثاني مف شروط ديرخميو محقق-    ,

 :التاليلاحظ الشكؿ 
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 :زوجي, لأف | |لنوجد الآف أمثاؿ اورييو لمتابع المعطى, بما أف التابع 

 (  )  |  |  | |   ( ) 
 :     , لنوجد الآف الأمثاؿ          مف أجؿ     اإف 

   
 

  
∫ | |  

 

  

 
 

  
6∫ (  )  

 

  

 ∫    
 

 

7  
 

 
 

   
 

 
∫ | |        

 

  

 
 

 
6∫ (       )  

 

  

 ∫ (      )  
 

 

7 

∫لنعوض اي التكامؿ  (       )  
 

  
 انجد:     كؿ  

∫ (       )  
 

  

 ∫       (   )
 

 

 ∫          
 

 

 
 لدينا:وبالتالي يكوف 

   
 

 
∫          

 

 

 
 (          و     , حيث )نفرض وبإجراء المكاممة بطريقة التجزئة

∫         
 

 

 [
 

 
      

 

  
     ]

 

 

 {

                         

 
 

  
                  

 

 وىذا يعني أف 

   {

                           

 
 

   
                  

 

 بالتعويض اي سمسمة اورييو اي ىذه الحالة نجد:
| |  

 

 
 

     

    
 

      

    
 

      

    
    

f (x)

x



  
218 

 

  

 
 

 
 

 

 
(
    

  
 

     

  
 

     

  
   ) 

 أو بالشكؿ المختصر:

| |  
 

 
 

 

 
∑   

,(    ) -

(    ) 

 

   

 

 اي السمسمة الأخيرة, اسنجد:    إذا وضعنا 
  

 

 
 

 

 
(
 

  
 

 

  
 

 

  
   ) 

 ومنو يكوف:
 

  
 

 

  
 

 

  
    

 

(    ) 
    

  

 
 

  (:16) مثال
-اً  عمى مجاؿ دوره , ومعرا4ودوره  تابعاً دورياً   ليكف          :علاقةبال ,    

 ( )  {
                
               
                 

 

 والمطموب نشر ىذا التابع واؽ سمسمة اورييو.
                      : , لذا اإف     التابع المعطى اردي ودوره  الحل:

 , بالشكؿ التالي:        , حيث    لنحسب 

   
 

 
∫  ( )    

   

 
  

 

 

 

   ∫  ( )    
   

 
  

 

 

 ∫     
  

 
   

 

 

  

  
 

  
0    

   

 
1
 

 

 
 

  
∫    

   

 
  

 

 

  

  
 

  
   

  

 
 

 

    
0   

  

 
 1

 

 

  
 

  
   

  

 
 

 

    
   

  

 
 

 

   

{
 
 

 
 (  )   

   
             

(  ) 

(    ) 
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 وبالتالي اإف سمسمة اورييو لمتابع المعطى ىي:
 

  
   

  

 
 

 

  
      

 

    
   

   

 
 

 

  
            

المغايرة للأعداد الصحيحة   ط انقالنلاحظ أف مجموع ىذه السمسمة اي جميع 
, اإف مجموع ىذه السمسمة يساوي أما اي الأعداد الصحيحة الفردية ,( ) الفردية يساوي 

 

 
 , ويساوي     ط ااي النق 

 

 
 عدد صحيح.  , حيث     ط ااي النق 

 تقدـ الملاحظة التالية شكؿ آخر مف أشكاؿ اورييو لتابع دوري يحقؽ شروط ديرخميو. -
  (:5) ملاحظة
-شروط ديرخميو اي المجاؿ  ( ) التابع الدوري  حقؽإذا         يمكف  اإنو, ,    

الجيوب  عمى ةوياحالالتجيبات اقط أو بسمسمة اورييو  الحاوية عمىنشره بسمسمة اورييو 
 , وذلؾ لأف:اقط

نعمـ أف سمسمة اورييو لمتابع الدوري السابؽ الذي يحقؽ شروط ديرخميو اي المجاؿ 
-  ىي مف الشكؿ: ,    

 ( )  
  

 
 ∑.      

  

 
       

  

 
/

 

   

 

 تحسب مف العلاقات:                          ف أمثاؿ اورييو إحيث 

   
 

 
∫  ( )     

  

 
  

 

  

                   
   

 

 
∫  ( )     

  

 
  

 

  
                   
 لنتأمؿ المثمث القائـ التالي:

 ومنو نجد أف:
      

  

√  
    

 
      

           
  

√  
    

 
 

 بالشكؿ: مف ناحية ثانية, يمكف كتابة سمسمة اورييو السابقة

 ( )  
  

 
 ∑ √  

    
 

 

   

6
  

√  
    

 
    

  

 
 

  

√  
    

 
    

  

 
7 

 (                أو بالشكؿ )بعد الاستفادة مف قيـ 
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 ( )     ∑   

 

   

0         
  

 
          

  

 
1 ( ) 

   ف: إحيث 
  

 
  √   و  

    
 , وبالتالي يكوف لدينا: 

 ( )     ∑  

 

   

   . 
  

 
   / 

   وبما أف 
 

 
 الشكؿ التالي: ( ), اتأخذ السمسمة    

 ( )     ∑     . 
  

 
   /

 

   

 

 ( اؾصقغة اؾعؼدقة ؾسؾسؾة ػورققه6-3)

 (                              ): 
 إف علاقات أولر التالية:

      
          

 
                  4

           

 
5    

          
          

  
 

, ذات الأس العقدي )المركب( النيبريةتوابع التسمح لنا بكتابة التوابع المثمثية بدلالة 
اورييو لتابع  ةسم, وبشكؿ خاص سمالمثمثية ةسمة السمي نستطيع بتمؾ الصيغة كتابوبالتال
 ما.

  (:2) مبرىنة
, عندئذٍ  سمسمة -    ,لممكاممة عمى المجاؿ  حقيقياً قابلاً  تابعاً  ( ) ليكف        

 اورييو العقدية ليذا التابع ىي مف الشكؿ:

 ( )     ∑   
   

 

   

 ∑     
    

 

   

 

 حيث
   

 

  
∫  ( )

 

  

                          

  البرىان:
 ىي مف الشكؿ: -    ,عمى المجاؿ  ( ) نعمـ أف سمسمة اورييو لمتابع        
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 ( )  
  

 
 ∑(               )

 

   

 

 حيث:
   

 

 
∫  ( )        

 

  

                  

   
 

 
∫  ( )        

 

  

                
 بالاستفادة مف صيغ أولر التالية:

      
          

 
                  4

           

 
5    

          
          

  
 

 نجد أف:

 ( )  
  

 
 ∑   

          

 

 

   

   

          

  
 

 
  

 
 ∑ [(

  

 
 

  

  
)      (

  

 
 

  

  
)      ]

 

   

 

 
  

 
 ∑

      

  

 

   

     
      

  
        ( ) 

 وبما أف:
      

  
 

 (      )

   
 

      

 
 

 ف:أوبالمثؿ نجد 
      

  
 

      

 
 

 الشكؿ التالي: ( )عندئذٍ  تأخذ السمسمة 

 ( )  
  

 
 ∑

      

  

 

   

     
      

  
      

      إذا رمزنا لمعدد العقدي 

  
      ولمرااقو    بػ  

  
وارضنا أف     بػ  

   
  

 
 , اتأخذ السمسمة الأخيرة الشكؿ التالي:
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 ( )     ∑    
   

 

   

 ∑    
    

 

   

    ∑(   
        

    )

 

   

 

 أو بالشكؿ:

 ( )  ∑    
   

 

    

 

 لنحسب الآف ثوابت اورييو اي النشر العقدي:
   بما أف 

 

 
 يكوف لدينا:   و    , وبالاستفادة مف أمثاؿ اورييو (      )

   
 

  
∫  ( )

 

  

(             )   

 
 

  
∫  ( )

 

  

(   (   )       (   ))   
 

  
∫  ( )       

 

  

 
 :إذاً 

   
 

  
∫  ( )       

 

  

                 
 وبشكؿ مشابو نجد أف:

    
 

 
(      )  

 

  
∫  ( )(            )  

 

  

 

 
 

  
∫  ( )      

 

  

 
 

  
∫  ( )   (  )   

 

  

               

 ح يكوف:وبالتالي مف أجؿ أي عدد صحي
   

 

  
∫  ( )       

 

  

                    

  (:17) مثال
( ) انشر التابع         , وحيث اي سمسمة اورييو العقدية             

  ,    -  
  الحل:

 : , لدينا مف أجؿ أي قيمة لػ   لنحسب أولاً  أمثاؿ اورييو        
   

 

  
∫           

 

  

 
 

  
∫  (    )   

 

  

 
 

  
[

 

    
 (    ) ]
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  (    )
( (    )    (    ) ) 

 وبما أف:
                        (  )  

 لذلؾ يكوف:
   

(  ) 

  (    )
(        )  

(  ) 

 (    )
      

 ىو:    وبالتالي يكوف منشور اورييو العقدي لمتابع 

    
     

 
∑ (  ) 

    

    

 

    

 

القابؿ  ( ) نقدـ المبرىنة التالية التي تفيدنا اي كتابة سمسمة اورييو العقدية لمتابع 
-لممكاممة عمى المجاؿ  المبرىنة , والتي تبرىف بنفس الطريقة الواردة اي برىاف ,    

 السابقة.
  (:3) مبرىنة
-تابع حقيقي قابؿ لممكاممة عمى المجاؿ  ( ) بفرض         , عندئذٍ  سمسمة ,    

 اورييو العقدية ليذا التابع تعطى بالشكؿ:

 ( )  ∑    
 
  

 
 

 

    

 

 ف أمثاؿ اورييو ليا ىي:إحيث 

   
 

  
∫  ( )  

  

 
 

 

  

                       

 ( ـتائج وؿلاحظات:7-3)

 -    ,المجاؿ  ايشروط ديرخميو  اي المبرىنتيف السابقتيف ( ) التابع  حقؽإذا  1-
-أو ) سمسمة  تكوف, واي ىذه الحالة  تأخذ شكؿ المساواة   اإف الإشارة ( ,    

-اي المجاؿ  ( ) اورييو العقدية لمتابع      ,: 

 ( )  ∑    
 
  

 
 

 

    

 

 .مترااقة عقدياً     و    , تكوف أمثاؿ اورييو لتوابع الحقيقيةا اي نشر 2-
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ع حقيقي مف الممكف الانتقاؿ مف الشكؿ العقدي إلى الشكؿ المثمثي لسمسمة اورييو لتاب 3-
 , وذلؾ بتطبيؽ العلاقات:معطى

                      (      ) 
 وذلؾ لأف:

    
      

 
          

      

 
 

 نجد: 2بضرب العلاقتيف السابقتيف بالعدد 
                               

               نجد:  أيضاً وبجمع العلاقتيف السابقتيف 
              نجد:  أيضاً وبطرح العلاقتيف السابقتيف 
 :الآتي الشكؿعمى تكتب العلاقتاف السابقتاف 

                      (      ) 
 الشكؿ:عمى أو 

         

    (      )
 

لسمسمة اورييو لتابع  , يمكف الانتقاؿ مف الشكؿ المثمثي إلى الشكؿ العقديوبالعكس
 , وذلؾ بتطبيؽ العلاقات: حقيقي معطى

   
  

 
          

      

 
           

      

 
 

-تابعاً  حقيقياً  وقابلاً  لممكاممة عمى المجاؿ  ( )  ليكف 4-     ,. 
 العقدي ليذا التابع عمى المجاؿ المذكور اورييو نشراإف , تابعاً اردياً  ( ) إذا كاف  - أ

 :يكوف

 ( )  ∑   ( 
   

 
    

   

 
 )

 

    

           

 :بالعلاقاتتتعرؼ أمثاؿ اورييو حيث إف 

                
 

  
∫  ( )

 

 

( 
   

 
    

   

 
 )                 

-المعطى عمى المجاؿ  ( ) أما إذا كاف التابع الحقيقي   - ب والقابؿ لممكاممة  ,    
يأخذ العقدي لو عمى المجاؿ المذكور  اورييو نشر, اإف اً عمى ىذا المجاؿ زوجي

 :الشكؿ
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 ( )  ∑   ( 
   

 
    

   

 
 ) 

     
 :بالعلاقاتأمثاؿ اورييو تعطى و 

   
  

 
         

 

  
∫  ( ) ( 

   

 
     

   

 
 )  

 

 

             

 البرىان:
-عمى  اردي ( ) بما أف التابع  - أ  اإف ,    

                      
   

 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

 

 

 :سمسمة اورييو لو اي ىذه الحالةف ا  و 

 ( )  ∑     
  

 
 

 

   

  ( ) 

 و     , اإف     وبما أف 

   
      

 
  

   

 
  

 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

 

 

    
      

 
 

   

 
     

 (      )    لأف:         وبالتالي يكوف لدينا:  
لمتابع  ةالعقدي سمسمة اورييو اي الصيغة نجد أف ( )بالتعويض اي العلاقة 

-عمى المجاؿ  ( ) الحقيقي الفردي   :يى ,    

 ( )  ∑   ( 
   

 
     

   

 
 )

 

    

 

-شروط ديرخميو عمى المجاؿ  ( ) إذا حقؽ التابع المفروض   اإف ,    
 :يى لتابع الفردي عمى المجاؿ المذكورليذا ا ةالعقدي سمسمة اورييو اي الصيغة

 ( )  ∑   ( 
   

 
     

   

 
 )

 

    

           

-المعطى عمى المجاؿ  ( ) أما إذا كاف التابع   - ب لممكاممة  وقابلاً  زوجياً  ,    
-عمى   , اإنو يكوف:,    
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∫  ( )    

  

 
   

 

 

                          
 كوف لدينا الأمثاؿ:تواي ىذه الحالة 

   
  

 
 

   
      

 
 

  

 
 

 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

 

 

    
      

 
 

  

 
    
 اذاً  الأمثاؿ العقدية لسمسمة اورييو اي ىذه الحالة ىي:

   
  

 
          

 

  
∫  ( ) ( 

   

 
     

   

 
 )  

 

 

              
 ومنو يكوف لدينا:

              
عمى  ( ) لمتابع الحقيقي الزوجي  سمسمة اورييو اي الصيغة العقديةكوف توىكذا 

-المجاؿ   :يى ,    

 ( )  ∑   ( 
   

 
     

   

 
 )

 

    

 

-شروط ديرخميو عمى المجاؿ  ( ) التابع  اذا حقؽو  سمسمة اورييو , اإف ,    
-لمتابع المفروض عمى المجاؿ  الصيغة العقديةاي  سمسمة جيوب تماـ واؽ  ,    

 :يعقدية لفورييو ى

 ( )  ∑   ( 
   

 
     

   

 
 )

 

    

 

  (:18) مثال
 لمتابع: سمسمة اورييو اي الصيغة العقديةأوجد        

 ( )  {
              
                 

 
 .اورييو اي الصيغة الحقيقيةسمسمة ثـ استنتج منو 

  الحل:
 الأمثاؿ: , لنوجد أولاً    , ومنو      إف دور التابع المعطى        
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∫  ( )   

   

 
 

 

  

 
 

  
∫    

 

  

 
 

  
∫     

   

 
   

 

 

 

 
 

  

 

(    )
[  

   

 
 ]

 

 

           

 
 

 

 

  
(  

   

 
   )  

  

   
(       )           

 , وذلؾ مف العلاقة:  لنحسب الآف 

   
 

  
∫      

 

 

 
 

  
, - 

  
 

 
 

 ( )  ∑    
   

 
 

 

    

           

 :يلمتابع المعطى ى سمسمة اورييو اي الصيغة العقديةوبالتالي اإف 

 ( )  
 

 
 

 

 
∑

 

  
(       )  

   

 
 

 

    

           

 , نطبؽ مايمي:اي الصيغة الحقيقيةسمسمة اورييو لمحصوؿ عمى 

      
 

 
 

          
 

 
[
 

  
(       )  

 

  
(      )]       

    
 

 

 

   
(      )   

 

 

 

  
(      ) 

   
 

 

 

  
[              ]    

 ولدينا:  (  )           لأف   

    (      )   
 

  
[
 

 
(       )  

 

  
(      )] 

  
 

   
[            ]   

 

  
6
          

 
  7 

  
 

  
(       )  

 

  
(  (  ) )  {

  زوجي        
 

  
  اردي         

 

 اي:         لنعوض الآف قيمة 
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 ( )     ∑.     
  

 
       

  

 
 /

 

   

 

 نجد:
 ( )  

 

 
 

 

 
[   

 

 
  

 

 
   

  

 
    ] 

  (:6ملاحظة)
 ( ) سمسمة اورييو لمتابع الحقيقي  تعتمد, ف بعض المراجع الأجنبيةأ ذكرنا سابقاً        
 :السمسة, ىي ثابت حقيقي  حيث  (     )عمى المجاؿ المعرؼ 

 ( )     ∑(                 )

 

   

        
  

 
 

 حيث:

   
 

 
∫  ( )  

   

 

 

   
 

 
∫  ( )         

   

 

               

   
 

 
∫  ( )         

   

 

               
 بالعلاقات التالية: الثوابت العقدية تعطى ,اي ىذه النموذج )الحالة(

      
 

 
∫  ( )  

   

 

 

   
 

 
∫  ( )        

   

 

 

   بما أف  و
 

 
 يكوف لدينا: اإنو (      )

   
 

 
 
 

 
∫  ( )(              )  

   

 

 

 
 

 
∫  ( )        

   

 

 

 نجد أف: نفسيا الطريقةبو 

    
 

 
∫  ( )       
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 ىي:مف علاقة واحدة           يمكف حساب الثوابت العقدية وىذا يعني أنو 

   
 

 
∫  ( )        

   

 

          

, يكفي أف سمسمة اورييو اي الصيغة العقديةنستنتج مما سبؽ , أنو لمحصوؿ عمى 
, ىذا يعني أنو يمكف الحصوؿ عمى مف العلاقة الأخيرة مباشرة    نحسب ثوابت النشر 

 اي سمسمة اورييو والتي دوف الحاجة إلى معراة الثوابت الحقيقيةمف    الثوابت العقدية 
            حيث          ىي

 :(                    )( اؾـشر ذو ـصف الددى 8-3)

, -    ,, أو عمى المجاؿ -   ,عمى المجاؿ ومستمرا ً  تابعاً معرااً  ( ) ليكف 
, إذا مددنا ىذا التابع بشكؿ اردي أو لمنشر واؽ سمسمة اورييو المثمثيةولنفرض أنو قابؿ 

ؿ عمى نشريف مختمفيف ليذا سنحص -   ,أو عمى المجاؿ  -    ,زوجي عمى المجاؿ 
تعميم , وىذا ممكف طبعاً  اعتماداً  عمى خواص التوابع الفردية والزوجية , ويمكف التابع

 بالشكؿ التالي. ىذه الفقرة
بع زوجي متوقعة لأنو يمكف ردي أو تاإف النتائج التي حصمنا عمييا اي نشر تابع ا

عف تابع زوجي بتوابع  التعبير, كما يمكف ابع اردية اقطعف تابع اردي بدلالة تو  التعبير
, وليذه النتائج أىمية كبيرة اي التطبيقات العممية اي مجاؿ ىندسة الاتصالات زوجية اقط

 والتحكـ الآلي وغير ذلؾ مف العموـ اليندسية والفيزيائية.  
  0معرؼ اي مجاؿ ما وليكف  ( ) ما يطمب أف نعبر عف تابع  اً كثير  

 

 
بدلالة  1

  سمسمة جيوب تماـ حيث 
  

 
 , ولكي يتـ ذلؾليس زوجياً  ( ) ف التابع , مع العمـ أ

وزوجي, ومعرؼ اي مجاؿ   وىو تابع دوري ودوره  ( ) وليكف  نعرؼ تابعاً جديداً 
 0الدور 

 

 
 
 

 
 بالشكؿ التالي: 1

 ( )     مف أجؿ  ( )  
 

 
 

 ( )  مف أجؿ  (  )  
 

 
     

 0اي المجاؿ  ( ) تكوف سمسمة اورييو لمتابع الزوجي  عندئذٍ 
 

 
 
 

 
بدلالة  1

  0اي المجاؿ  ( ) , وىي نفسيا لمتابع جيوب التماـ اقط
 

 
عادة , وىذا النشر يسمى 1

 بالنشر ذي نصف المدى.
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ذا إبدلالة سمسمة جيوب اقط , ايما  ( ) بنفس الطريقة يمكف أف نعبر عف التابع 
( )  بالشكؿ: ( ) عرانا التابع الفردي      مف أجؿ  ( )  

 

 
 

 ( )  مف أجؿ  (  )   
 

 
 ( ) , عندئذٍ  تكوف سمسمة اورييو لمتابع     

 0اي المجاؿ 
 

 
 
 

 
  0اي المجاؿ  ( ) , وىي نفسيا لمتابع بدلالة جيوب اقط 1

 

 
1. 

  (:7) ملاحظة
إف النشر الناتج لمتابع المحدد عمى نصؼ مجاؿ آخر يكوف صحيحاً اقط مف أػجؿ       
 المنتمية إلى نصؼ مجاؿ المنطمؽ.  قيـ 

  (:8) ملاحظة
, ويعود السبب اي ذلؾ إلى ليس وحيداً  ( ) إف النشر ذا نصؼ المد  لمتابع        
, وىذا يتـ بطرؽ متعددة يمكف أف, اتمديد التابع التمديد الذي نأخذه ليذا التابع طبيعة
 لمتابع المعطى. موااقةر, وبالتالي عمى السمسمة الثوابت أول اييؤثر 
  (:19) مثال

( ) انشر التابع         بدلالة سمسمة تحوي جيوب  -   ,المعرؼ عمى المجاؿ    
 التماـ اقط.

( ) بالشكؿ التالي:  ( ) نعرؼ التابع  الحل: تابع  وىو             | | 
 زوجي, أي:

 ( )        , مف أجؿ      
 ( )       , مف أجؿ     

 و                    تابع زوجي, ايكوف  ( ) ولأف 
   

 

 
∫  ( )  

 

 

 
 

 
∫    

 

 

 
 

 
 

   
 

 
∫  ( )        

 

 

 
 

 
∫         

 

 

 
 نحصؿ عمى:                  بإجراء المكاممة بالتجزئة حيث نفرض أف 

   
 

   
(       )  {

  زوجي            

 
 

   
  اردي            
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 وبالتالي يكوف النشر المطموب:

 ( )  
 

 
 

 

 
(
    

  
 

     

  
 

     

  
   )           

  (:20) مثال
 تابعاً  معرااً  بالشكؿ: ( ) بفرض        

 ( )  8
              

غير ذلؾ             

 والمطموب:
 . ,   -بدلالة سمسمة جيوب تماـ اقط اي المجاؿ  ( ) اكتب التابع  1-
 .,   -بدلالة سمسمة جيوب اقط اي المجاؿ  ( ) اكتب ىذا التابع  2-

  الحل:
 ىو: ( ) إف الخط البياني لمتابع        

 
-والمعرؼ عمى المجاؿ     ذي الدور  ( ) لنعرؼ التابع الزوجي      , 

 بالعلاقة:
 ( )  2

              
                 

 
دورياً  مف  ( ) الناتج عف تمديد التابع  إف المنحني البياني التالي ىو المنحني

 عمى طوؿ المحور الحقيقي. -    ,المجاؿ 

(x)

x
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-زوجي اي المجاؿ  ( ) وبما أف  ,        حيث      اإف  ,    

 كما أف:

   
 

 
∫  ( )  

 

 

 

 
 

 
∫    

 

 

   

   
 

 
∫  ( )         

 

 

 

 
 

 
∫     

  

 
   

 

 

 

 
 

  
0    

  

 
 1

 

 

 
 

  
∫    

  

 
   

 

 

   
 

(  ) 
0   

  

 
 1

 

 

 
 

    
(       ) 

 
 

    
,(  )   -  {

  زوجي                

 
 

    
  اردي               

 

       أي أف:    
 

(    )                                         
بدلالة سمسمة جيوب تماـ اقط اي المجاؿ  ( ) منشور التابع وبالتالي يكوف 

-   ,: 

 ( )    
 

  
[   

 

 
  

 

  
   

  

 
  

 

  
   

  

 
    ]         

, مف أجؿ ذلؾ    بحيث يصبح تابعاً  اردياً ودورياً دوره  ( ) لنمدد التابع   2-
-المعرؼ اي المجاؿ  ( ) لنعرؼ التابع   بالعلاقة: ,    

 ( )  {
                        

                      
 

(x)

x
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 ( ) المنحني البياني التالي ىو المنحني البياني الناتج عف تمديد التابع كما أف 
 عمى طوؿ المحور الحقيقي. -    ,دورياً  مف المجاؿ 

 
-اردي اي المجاؿ  ( ) وبما أف التابع   اسيكوف ,    

                          

   
 

 
∫  ( )         

 

 

 

 
 

 
∫     

  

 
   

 

 

  
 

  
      

  
 

  
(  )  

 (  )   

  
 

 اي منشور اورييو نجد:         بتعويض قيـ 

 ( )  
 

 
[   

 

 
  

 

 
   

  

 
  

 

 
   

  

 
    ] 

 أو:

 
 

 
∑

(  )   

 
   

  

 
 

 

   

              

 .,   -بدلالة سمسمة جيوب اقط اي المجاؿ  ( ) وىو منشور التابع 
 :(                    )( اؾتوابع الدتعاؿدة 9-3)

تيدؼ ىذه الفقرة اي نشر تابع ما اي سمسمة واؽ جممة مف التوابع المتعامدة يطمؽ 
 , بداية نقدـ التعاريؼ التالية:ض عمييا اسـ سمسمة اورييو العامةالبع

(x)

x
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تابعيف معرايف ومستمريف اي المجاؿ     بفرض  الجداء السممي لتابعين حقيقين: 1-
والذي ترمز لو ,    , نعرؼ الجداء السممي لمتابعيف مف المحور الحقيقي -   ,
 عادة بػ

   ( )  ( )  , بأنو العدد التالي: -   ,  حيث ,   

∫  ( )  ( )  
 

 

 
 إذاً :

  ( )  ( )   ∫  ( )  ( )  
 

 

 

وىو الجذر  ‖ ‖ونرمز لو بػ  -   ,اي المجاؿ  ( ) نظيـ التابع  نظيم تابع: 2-
ف الجذر التربيعي لمتكامؿ: , أي إالسممي لذلؾ التابع بنفسو التربيعي لمجداء
∫   ( )  
 

 
 , إذاً  يمكف القوؿ إف:    

‖ ( )‖  √  ( )  ( )   √∫   ( )  
 

 

 

, عندىا التكامؿ الأخير مساوياً  لمواحد إذا كاف ناتج :(       ) نظممالتابع ال 3-
 .-   ,اي المجاؿ ( نظامياً )نظيمياً  تابعاً  ( ) التابع  إفنقوؿ 

 :العدد ابأني ( )  ( ) نعرؼ المسااة بيف التابعيف  المسافة بين تابعين:  4-

‖ ( )   ( )‖  √∫ , ( )   ( )-   
 

 

 

 التابعان المتعامدان: 5-
كاف جداؤىما  , إذا-   ,نيما متعامداف اي المجاؿ إ    نقوؿ عف التابعيف 

 العلاقة:, أي إذا تحققت السممي يساوي الصفر

∫  ( )  ( )  
 

 

   

 يمكف تعميـ المفاىيـ السابقة عمى النحو التالي:
المعراة والمستمرة اي    ( )     ( )   ( )  لتكف لدينا جممة التوابع 

نقوؿ عف جممة  .-   ,اي  يطابؽ أي منيا التابع الصفري, والتي لا -   ,المجاؿ 
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اي  إذا كانت متعامدة مثنى مثنى, -   ,اي المجاؿ  جممة متعامدةالتوابع ىذه إنيا 
 , أي إذا تحققت العلاقة:-   ,

∫   ( )   ( )
 

 

             

, أي إذا منظماً ا كاف كؿ تابع منيا , إذةمنظمجممة ونقوؿ عف الجممة السابقة إنيا 
 تحققت العلاقة:

∫   
 ( )  

 

 

                   

 ة إذا تحققت العلاقة:نظممو  جممة متعامدةبقة ىي ونقوؿ إف الجممة السا

∫   ( )   ( )
 

 

 {
                 
                  

 

 لنقدـ الآف أمثمة لمتعاريؼ السابقة.
  (:21) مثال

  :مف أىـ الأمثمة لمتوابع المتعامدة ىي التوابع المثمثية       
                                        

 .منظمةلكنيا ليست , -    ,اي المجاؿ 
  الحل:

 يكوف لدينا:                         مف أجؿ         
∫              

 

  

 
 

 
∫ ,   (   )     (   ) -

 

  

   

 
 

 
[

 

   
   (   )  

 

   
   (   )  ]

  

 

   
 كذلؾ:

∫              
 

  

 
 

 
∫ ,   (   )     (   ) -

 

  

   
لأنو مف أجؿ أي  :, يساوي الصفراتج كؿ تكامؿ ايونلاحظ أف ن تكامؿ الأخيراي ال

   : 
∫        

 

  

  
 

 
,     -  

    
 :أيضاً , لدينا -    ,, اي المجاؿ        ايكوف:     أما مف أجؿ 
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∫              
 

  

 
 

 
∫ ,   (   )     (   ) -

 

  

   

 
 

 
[

 

   
   (   )  

 

   
   (   ) ]

  

 

   
 أف: وأخيراً  نر  بسيولة

∫          
 

  

 [ 
 

 
     ]

  

 

   

∫          
 

  

 [
 

 
     ]

  

 

   
 وابع المعطاة ىي جممة متعامدة.نستنتج مما سبؽ أف جممة الت

∫, بما أفةنظممأنيا غير  لنثبت الآف         
 

  
 ∫         

 

  
   

, كما ويمكف الاثبات أف  √ىو             اإف نظيـ كؿ مف التوابع:  وبالتالي
 ة.منظمذاً  الجممة المعطاة ليست جممة , إ  √ىو  1نظيـ العدد 

  (:22) مثال
( )  لتابع اي ا      حدد قيمة الثوابت الحقيقية         حتى           

( )  مع كؿ مف التابعيف:  ( )  يتعامد التابع         ( ) , اي المجاؿ   
,    -. 

  الحل:
 لنكتب أولاً  شرط التعامد لمتوابع:       

∫ (        )    
 

  

   

∫ (        )     
 

  

   

 بإجراء المكاممة نجد أف:
                

( )   , اإفوبالتالي , يتعيف ىذا الثابت بحيث ثابت كيفي  , حيث (      )  
  ( )    , ومنو يكوف   

 

 
 , إذا ً  

  ( )  
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 ملاحظات:
,   دوري ودورة                           بما أف كؿ تابع مف التوابع  1-

طولو و  -      , ف الشكؿالسابقة متعامدة عمى أي مجاؿ م إذاً  مجموعة التوابع
  . 

إف خاصة التعامد لا تتمتع بيا التوابع المثمثية اقط, توجد جمؿ عديدة مف التوابع  2-
        تتمتع بخاصة التعامد, اعمى سبيؿ المثاؿ التوابع: 

 

 
   

 

 
متعامدة عمى  

 لأف: -    ,المجاؿ 

∫      
 

  

 6
  

 
7
  

 

            ∫  (
 

 
   

 

 
)  

 

  

   

∫  (
 

 
   

 

 
)  

 

  

   
إلى جممة توابع    ( )     ( )   ( )  يمكف تحويؿ جممة التوابع المتعامدة  3-

 , أي بالشكؿ:بع مف التوابع السابقة عمى نظيمو, وذلؾ بتقسيـ كؿ تاةومنظم  متعامدة
  ( )

‖  ( )‖
 

  ( )

‖  ( )‖
   

  ( )

‖  ( )‖
   
 .منظمةتوابع السابقة متعامدة وبالتالي تكوف جممة ال

 :(                          ) ؿة ؾسؾسؾة ػورققهؿع( اؾصقغة الد10-3)
ىذا التابع بدلالة  تعطي ( ) لاحظنا مف خلاؿ ما سبؽ, أف سمسمة اورييو لمتابع 

متعامدة, ىذا الأمر يقودنا إلى تعميـ سمسمة اورييو لتشمؿ أي  مثمثيةمجموع توابع 
 مجموعة مف التوابع المتعامدة عمى مجاؿ ما.

المعرؼ عمى المجاؿ  ( ) مة لسمسمة اورييو لمتابع الحقيقي معمتعطى الصيغة ال
والقابؿ لمنشر ضمف المجاؿ السابؽ بالشكؿ التالي: إذا كانت  -   ,

ة عمى نظمممجموعة مف التوابع الحقيقية المتعامدة وغير ال   ( )     ( )   ( )  
 ىي: ( )  بعلمتا مة لسمسمة اورييومعم, عندئذٍ  الصيغة ال-   ,المجاؿ 

 ( )  ∑     ( )

 

   

    ( ) 

 مف العلاقة:تتعيف    ثوابت النشر  إفحيث 
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‖  ( )‖
 
∫   ( )

 

 

  ( )     (  )               

 ابعبالت ( )يتـ عمى النحو التالي, نضرب طراي المساواة  (  )إف برىاف العلاقة 
 :نجد  إلى   الناتجة مف  العلاقة بمكاممةو  ( )  

∫   ( ) ( )  
 

 

 ∑  

 

   

∫   ( )   ( )  
 

 

 

 يكوف لدينا: ب تعريؼ جممة التوابع المتعامدةوحس

∫   ( ) ( )  
 

 

   ‖  ( )‖
  

 يكوف لدينا: وبالتالي

   
 

‖  ( )‖ 
 ∫   ( )  ( )  

 

 

 

  (:24) مثال
    ( أف التوابع: 2بينا سابقاً  اي )ملاحظات       

 

 
   

 

 
ىي توابع متعامدة عمى  

, والمطموب أوجد الحدود الثلاثة الأولى مف سمسمة اورييو لمتابع -    ,المجاؿ 
 ( )  .-    ,, عمى المجاؿ       

  الحل:
 لدينا أولاً         

‖ ‖  ∫ ( ) 
 

  

     

‖ ‖  ∫ ( ) 
 

  

   
 

 
        ‖

 

 
(     )‖

 

 
 

 
∫ (     ) 

 

  

   
 

 
 

 وبالتالي يكوف لدينا:

   
 

 
∫ ( )        

 

  

   

   
 

 
∫          

 

  

  ∫          
 

 

 
 

 
 

   
 

 
∫ [

 

 
(     )]          

 

  

 
 اورييو ىي: , الحدود الثلاثة الأولى لسمسمةاذاً 
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(     ) 

        أي ىي:           
 

 
          

  (:25) مثال
 :-    ,ة عمى المجاؿ نظممللتكف لدينا جممة التوابع المتعامدة غير ا       

                        
( ) ع مة لسمسمة اورييو لمتابمعمالمطموب: أوجد الصيغة ال   . 

  الحل:
 :(  ), وذلؾ بتطبيؽ العلاقة   لنعيف أولاً  ثوابت النشر        

   
 

‖      ‖ 
∫ (      )( )  

 

  

 
 إف 

‖      ‖  ∫          
 

  

 
 

 
∫ (         )  

 

  

 

 [
 

 
 ]

  

 

 
 

   
,       -  

        
 إذاً :

‖      ‖    
 كما أف:

∫           
 

  

 0  
      

 
1
  

 

 
 

  
∫       

 

  

   

  
 (  ) 

  
   

 (  )   

  
 

 وبالتالي يكوف لدينا:

   
 

 
 
 (  )   

  
 

 (  )   

  
 

مة لسمسمة اورييو لمتابع معمنجد أف الصيغة ال ( )بالتعويض اي العلاقة 
 ( )  ىي: -    ,عمى المجاؿ    

 ( )  ∑
 (  )   

  
       

 

   

 

 أو بالشكؿ المفصؿ التالي:
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 ( )  
 

 
[      

 

 
       

 

 
         ] 

  (:9ملاحظة)
ة عمى نظمم, و متعامدة   ( )     ( )   ( )  إذا كانت جممة التوابع: 

 مف العلاقة:   ثوابت النشر  تتعيف, عندئذ ٍ -   ,المجاؿ 

   ∫   ( )  ( )  
 

 

 

 ( دؾسؾة ػورققه بمتحوؾين11-3)

 (                                 ): 
, إف دراسة سمسمة اورييو البعض اسـ سلاسؿ اورييو السريعة يطمؽ عمييا

, ر مف المسائؿ الرياضية واليندسيةبمتحوليف حقيقيف يسمح لنا بالتدخؿ اي حؿ الكثي
ىندسية  , وكذلؾ اي مجالاتالاتصالات والتحكـ الآليؿ أبحاث وخاصة اي مجا

سمسمة اورييو بمتحوؿ  , وذلؾ عندما يصعب حميا باستخداـميكانيكية وحرارية عديدة
   عمى المربعمعرؼ     ممتحوليف الحقيقيف لتابع  (   ) بفرض  ,حقيقي واحد

,  كاممة عمى المنطقة موالقابؿ لم +             *  :التالي
 بالعلاقة:  عمى المنطقة  (   ) سمسمة اورييو الحقيقية لمتابع  نعطىعندئذ ٍ 

 (   )  ∑ [                             

 

     

                              ] ( ) 
 ف الأمثاؿ:إحيث 

     
 

   
∬ (   )    

 

 

 

     
 

   
∬ (   )          

 

 

                 

     
 

   
∬ (   )          

 

 

                 

     
 

   
∬ (   )          

 

 

                 

     
 

   
∬ (   )          
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 يكوف لدينا:          أخيراً  مف أجؿ 
     

 

  
∬ (   )               

 

 

     
 

  
∬ (   )               

 

 

     
 

  
∬ (   )               

 

 

     
 

  
∬ (   )               

 

 }
 
 
 
 

 
 
 
 

 (  ) 

  (:10) ملاحظة
 السابقة بالشكؿ التالي: ( )يمكف كتابة الصيغة        

 (   )  ∑     

 

     

[                             

                              ]  
 ف:إحيث 

     

{
 
 

 
 
 

 
                                                       

 

 
                                     

                                                          

 

 مباشرة. (  )حسب أمثاؿ اورييو مف العلاقات تاي ىذه الحالة  عندئذٍ 
بدلالة توابع الجيب وتوابع التجيب عمى  (   ) لنعرؼ الآف سمسمة اورييو لمتابع 

 الترتيب بالشكؿ التالي:
حيث  -     ,, معرااً  اي المجاؿ    بمتحوليف حقيقيف  تابعاً  (   ) ليكف 

 بالشكؿ التالي: (   ) , تعرؼ سمسمة اورييو لمتابع أعداد حقيقية      

 (   )  ∑ ∑    

 

   

 

   

   
   

  
   

   

  
 

 , ويحسب مف التكامؿ الثنائي التالي:ثابت اورييو     حيث 
     

 

     
∫ ∫  (   )
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 ثابت حقيقي.  حيث 
سمة مضاعفة إنيا سم (   ) أف سمسمة اورييو لمتابع  لاحظ مف التعريؼ السابؽن

 -     ,بالتجيب عمى المجاؿ  (   ) , أما سمسمة اورييو لمتابع لسمسمة اورييو بالجيب
 اتعطى بالعلاقة:

 (   )  ∑ ∑        
   

  

 

   

    
   

  

 

   

 

 , ويحسب مف التكامؿ الثنائي التالي:ثابت اورييو     حيث 
     

 

     
∫ ∫  (   )    

   

  
    

   

  
    

  

 

  

 

 

 .ودىا الجيب والتجيب معاً سلاسؿ اورييو تتضمف اي بعض حد وىناؾ
 :(   ) العقدية لمتابع  نقدم الآن سمسمة فورييو

لممكاممة عمى المنطقة  , معرااً وقابلاً    بالمتحوليف  حقيقياً  تابعاً  (   ) بفرض 
   -              ,  التالية:     المربعة 

 بالصيغة التالية: (   ) تعطى سمسمة اورييو العقدية لمتابع 

 (   )  ∑      (     ) 

 

      

 

 يحسب واؽ التكامؿ الثنائي التالي:     حيث أف ثابت اورييو 
     

 

   
∬ (   )  (     )     

 

 

                  

 ( حساب أؿثال ػورققه بشؽل تؼرقبي:12-3)

إف طرؽ حساب أمثاؿ اورييو بشكؿ تقريبي )عددي( تسمى بػ التحميؿ التوااقي 
 عمى الحساب العددي لمتكامؿ.العددي وتعتمد ىذه الطرؽ 

معطى بشكؿ جدوؿ )تابع تجريبي( عمى النحو  تابعاً  ( )   نفرض أف 
 التالي:

                 

                 

معطى   ثابت أو أف يكوف التابع                            حيث 
, لحساب أمثاؿ ط معينةاوذلؾ اي نق        أو       بشكؿ صريح مثؿ 
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 , مثؿ طريقة  الطرؽ العددية لحساب التكاملاتاورييو اي ىذه الحالة تستخدـ عادة إحد
 وغير ذلؾ مف الطرؽ. ,, طريقة شبو المنحرؼالمستطيلات, طريقة سيميسوف

مف الأقساـ المتساوية   , لتقسمو إلى   والذي طولو  -    ,لنأخذ المجاؿ 
 ط ابواسطة النق

                   
   بحيث يكوف طوؿ كؿ جزء ىو 

  

 
, ولنفرض أف قيـ التابع المدروس اي  

ماو )نحصؿ عمى ىذه إما مف الجدوؿ            ط ىي عمى الترتيب اىذه النق مف  ا 
 معادلة التابع المعطى(.
 ,, ولتكف طريقة المستطيلاتددية لمحساب التكاممي  الطرؽ العلنطبؽ الآف إحد

 والتي تعطى بإحد  الصيغتيف:

∫  ( )  
 

 

 
   

 
(             ) 

 أو:

∫  ( )  
 

 

 
   

 
(           ) 

 ىي: -    ,عمى   ونجد أف أمثاؿ اورييو لمتابع الدوري 

   
 

 
∑  

 

   

   
 

 
∑  

 

   

      

   
 

 
∑  

 

   

      
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 ( ) 

     (:26) مثال

 .    , معتبراً  -   ,اي المجاؿ       أوجد أمثاؿ اورييو لمتابع        
             الجدوؿ: حيث  لنشكؿ أولاً   الحل:

2 1.9 1.8 1.7 1.6 1.5 1.4 1.3 1.2 1.1 1    

0.50000 0.52632 0.55556 0.58824 0.62500 0.66667 0.71429 0.76923 0.83333 0.90909 1    

 السابقة: ( )لنطبؽ الآف العلاقات 
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(                                  )          

   
 

  
(          ( (   ))            ( (   ))

            (   )            ( (   ))    

           (  ( )))          
   

 

  
(          ( (   ))            ( (   ))

           ( (   ))               (  ( )))

          
 ( ؿؽاؿؾة واذتؼاق دلادل ػورققه:13-3)

الشروط الكااية لنشر تابع دوري واؽ سمسمة اورييو ىو تحقؽ شروط ديرخميو 
 , اإف:  , دوره تابع دوري ( ) التالية بفرض 

 معرااً  ووحيد القيمة اي مجاؿ دوره. ( ) التابع  1-
عمى مجاؿ الدور.  اً مستمريف أو مستمريف جزئي ( )  ومشتقو  ( ) أف يكوف  2-

, وبالتالي يمكف تطبيؽ جميع متقاربة بانتظاـ اورييو سمسمة تابعيةسمسمة  تكوفوبالتالي 
 سؿ اورييوقاربة بانتظاـ عمى سلاالمبرىنات والنتائج المتعمقة بسلاسؿ التوابع المت

 .اشتقاؽ ومكاممة سمسمة اورييو حداً حداً وبشكؿ خاص يمكف 

  ذو الدور  ( ) اإذا كاف التابع الدوري 

 
, لسمسمة اورييو اي مجاؿ دوره وعاً مجم 

 أي إذا كاف:

 ( )  
  

 
 ∑(                 )

 

   

 

 اإف:

∫  ( )  
 

 

 ∫
  

 
  

 

 

 ∑ ∫ (                 )  
 

 

 

   

 

 , وبشكؿ عاـ نكتب: ( ) مف مجاؿ دور التابع   و   وذلؾ ميما يكف 

 ( )  ∫  ( )  
 

  

         -     , 

 كذلؾ الأمر بالنسبة للاشتقاؽ:
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  ( )  ∑,           (     )       -

 

   

 

  (:27) مثال
 :بالعلاقة (    )الدوري والمعرؼ عمى المجاؿ  لمتابعأوجد تكامؿ سمسمة اورييو        

 ( )  
 

 
               

  الحل:
ويحقؽ        هلاحظ أنو دوري ودور , نمعطىسمسمة اورييو لمتابع ال لنوجد أولاً        
-شروط ديرخميو عمى المجاؿ  أيضاً   , لنحسب أمثاؿ اورييو:,    

   
 

  
∫         

 

  

 
 

   
,      -  

  
 

   
∫        

 

  

   

   
 

  
∫  ( )  

 

  

 
 

  
∫    

 

  

 
 

  
,  -  

    

   
 

  
∫         

 

  

 
 

   
,      -  

  
 

   
∫        

 

  

 

  
 

   
,             -  

 

    
,     -  

   
(  ) 

 

 
(  )   

 
 

 وبالتالي اإف سمسمة اورييو لمتابع المعطى ىي:

 ( )  
 

 
      

     

 
 

     

 
 

     

 
    (  )   

     

 
     

-  حيث   أو بالشكؿ المختصر: ,    

 ( )  
 

 
 ∑(  )    

     

 

 

   

 

 العلاقة:, وذلؾ بتطبيؽ كامؿ سمسمة اورييو لمتابع المعطىلنوجد الآف ت

 ( )  ∫  ( )  
 

  

             -     , 

 ( )  
 

 
∫    

 

  

 ∫ ∑(  )   

 

   

∫
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6
  

 
7
  

 

 ∑(  )   0 
     

  
1
  

 
 

   

 

 
  

 
 

 

 
 ∑(  ) 0

     

  
 

     

  
1

 

   

 

 ∑(  ) 6
     

  
 

(  ) 

  
7

 

   

 ∑(  ) 
     

  

 

   

 ∑
 

  

 

   

 

∑وبما أف 
 

  
 

  

 
 , ايكوف لدينا:

  

 
 

  

 
 

  

 
 ∑(  ) 

     

  

 

   

 

  وبالتالي اإف نشر اورييو لمتابع 

 
 ىو: 

  

 
 

  

  
 ∑(  ) 

 

   

     

  
 

, افي ـ لمتمكف مف اشتقاؽ سمسمة اورييولاز  ( ) إف شرط استمرار التابع  (11) ملاحظة
 رييو لمتابع المثاؿ السابؽ إف سمسمة او 

 
-عمى   مف  ( ) التابع  إلىمتقاربة  ,    

-  أجؿ   :المشتقات سمسمة حيف أف اي, ,    
                    (  )            

-  متباعدة مف أجؿ ىي سمسمة  ديد التابع , ومرد ذلؾ أنو عند تم,    
 اطالنق يؤدي إلى تابع غير مستمر اي, المحور الحقيقيعمى طوؿ  دورياً  ( ) 

, وىذا ما يبيف لنا أف شرط الاستمرار ىو شرط لازـ لاشتقاؽ سمسمة         
 المبرىنة التالية: وردنأجؿ ذلؾ  اورييو لتابع دوري. ومف

شتقو الأوؿ ف مإ, وأممس )أي   تابعاً  مستمراً  ودوره  ( ) إذا كاف  (:4) مبرىنة
باشتقاؽ سمسمة  ( )  يمكف الحصوؿ عمى سمسمة اورييو لمتابع  اإنو( أيضاً مستمر 

 .( ) اورييو لمتابع 
يمكف تطبيؽ المبرىنة السابقة لمحصوؿ عمى سمسمة اورييو الممثمة  (:12) ملاحظة

, اإذا كاف التابع والمحقؽ لشروط المبرىنة السابقة ,( ) لممشتقات مف مراتب عميا لمتابع 
نحصؿ عمييا باشتقاؽ سمسمة  ( )   ف سمسمة اورييو لمتابع اإ وأممس مستمراً  ( )  

 .حداً  حداً  ( )  اورييو لمتابع 
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 تمرقـات محؾوؾة

( ) حدد نصؼ دور التابع:  + *     
 

 
    

 

 
         . 

  الحل:
 حسب تعريؼ التابع الدوري يكوف: , عندئذٍ ىو دور التابع المعطى   نفرض 

   
 

 
(    )     

 

 
(    )     

 

 
    

 

 
 

 يكوف لدينا: (   )ونعمـ أنو مف أجؿ أي عدد صحيح 
   (     )               

 وبالتالي يكوف لدينا: 

 
, وبالتالي يكوف      و                 

ىي  والمحققة لممساواة الأخيرة    وبالتالي أصغر الأعداد            لدينا:
 .    , إذف نصؼ دور التابع المعطى          

( )   بالشكؿ:   المعرؼ عمى   بيف ايما إذا كاف التابع  + *   ∫        
 

 
 

 دورياً  أـ لا.
  الحل:

النظري(, وبتطبيؽ  قسـ ( اي1)لاحظ المثاؿ)  دوري ودوره        التابع        
 الدورية يكوف لدينا: ( مف خواص التوابع6الخاصة )

∫  ( )   

 

 

  
 

 

 ∫         
 

 

 ∫ (        )
 

 

  

 [   
 

 
     ]

 

 

      
 غير دوري.  ( يكوف التابع 6إذف حسب الخاصة )

∑برىف أنو إذا كانت السمسمة التابعية  + *   ( )
 
متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ     

, عندئذٍ  السمسمة التابعية  عمى نفس المجاؿ  محدوداً   , وكاف التابع    
∑  ( )  ( )

 
 . متقاربة بانتظاـ عمى المجاؿ     

  البرىان:
, ايوجد عدد حقيقي موجب وليكف  محدود عمى المجاؿ الحقيقي   بما أف التابع        

|( ) |بحيث يكوف    , )عدداً  حقيقياً  موجباً(    . ليكف  مف   لكؿ    
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  عندئذٍ 

 
∑, وبما أف أيضاً عدد حقيقي موجب     ( )

 
,  عمى  متقاربة بانتظاـ ارضاً     

 بحيث   مف  ( ) يوجد عدد 

∑|     حيث       ( )      ( )

 

   

|  
 

 
 

 بحيث يكوف ( ) عدد طبيعي   إذاً  يوجد مف أجؿ العدد الحقيقي الموجب 

( )   ( ) ∑|  بحيث       ( )   

 

   

|  | ( ) ∑   ( )

 

   

|

 | ( )| |∑   ( )

 

   

|    
 

 
   

أف السمسمة  ةوىذا يعني حسب تعريؼ التقارب المنتظـ لمسلاسؿ التابعي
∑  ( )   ( )

 
 . متقاربة بانتظاـ عمى     

-, معرؼ عمى المجاؿ    تابعاً  دورياً  ودوره   ليكف  + *  بالشكؿ التالي: ,    

 ( )  {
                         

     
 

 
         -     , -   ,

 

ىؿ تتحقؽ شروط دير خميو ليذا التابع , اي حالة الإيجاب أوجد مجموع سمسمة 
-اي المجاؿ  ( ) اورييو لمتابع      ,. 

  الحل:
 حيث    إف لمتابع المعطى نقطة انقطاع واحدة مف النوع الأوؿ وىي        

 (   )   
 

 
         (   )  

 

 
 

-نيايتاف حديتاف ضمف المجاؿ  وجد لمتابع توكذلؾ   , وأخيراً  لدينا.,    
 (    )                (   )        

, وىذا يعني أف سمسمة اورييو لمتابع المعطى وبالتالي, اإف شروط ديرخميو محققة
-متقاربة عمى   ومجموعيا ىو: ,    

-1       
 

 
-    مف أجؿ       ,. 

 .   عند النقطة  صفراً  2-
-عف كؿ طرؼ مف أطراؼ المجاؿ  صفراً  3-  وذلؾ بحسب العلاقة: ,    
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 (  )   (  )

 
        

 (   )   (   )

 
     

( ) انشر واؽ سمسمة اورييو التابع  + * ثابت لا يساوي الصفر اي   , حيث     
-المجاؿ      ,. 

  الحل:
 :        بتطبيؽ العلاقات التالية , نحصؿ عمى ثوابت اورييو 

   
 

 
∫  ( )  

 

  

 

   
 

 
∫  ( )        

 

  

               

   
 

 
∫  ( )        

 

  

               

 وذلؾ عمى النحو التالي:

   
 

 
∫      

 

  

 
        

  
 

      

  
 

   
 

 
∫            

 

  

 
 

 
[
             

     
   ]

  

 

 (  ) 
 

 

  

     
      

   
 

 
∫            

 

  

 
 

 
[
             

     
   ]

  

 

 (  )   
 

 

  

(     )
      

 ىي:       حيث     وبالتالي اإف سمسمة اورييو لمتابع 
    

 

 
      2

 

  
 ∑

(  ) 

     
,              - 

   3  
( ) اكتب سمسمة اورييو لمتابع  + *  

   

 
 .,    -اي المجاؿ  

 الحل:
 لنوجد أولاً  ثوابت اورييو:

   
 

 
∫  ( )  

  

 

 
 

 
∫

   

 
  

  

 

 
 

  
[(   

 

 
  )]
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∫  ( )        

  

 

 
 

 
∫

   

 
       

  

 

 
 

  
[(   )

     

 
]
 

  

 
 

   
∫      

  

 

     

   
 

 
∫  ( )        

  

 

  
 

  
0(   )

     

 
1
 

  

 
 

   
∫      

  

 

   
 

 
 

 وبالتالي تكوف سمسمة اورييو لمتابع المفروض ىي:
   

 
 ∑

     

 

 

   

         -    , 

 , اإف مجموع السمسمة يساوي الصفر.     أو     لاحظ أنو إذا كاف 
   أنو إذا كاف أيضاً لاحظ 

 

 
 اسنحصؿ عمى السمسمة العددية التالية: 

 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
    

( ) بيف ايما إذا كاف التابع:  + *  اردياً  -    ,, المعرؼ عمى المجاؿ        
, ثـ أوجد ثوابت اورييو لو, استخدـ تفاضؿ سمسمة اورييو لو لإيجاد منشور أو زوجياً 

 .   اورييو لمتابع 
  الحل:
 بما أف:      

 (  )    (  )  (  )           (      )   ( ) 
(  ) وكذلؾ:   .ولا زوجياً  اإف التابع المعطى ليس اردياً  ( )   

 لنوجد الآف أمثاؿ اورييو:

   
 

 
∫ (      )  

  

 

 
 

 
   

   
 

 
∫ (      )        

  

 

  
 

  
 /كاممنا مرتيف بطريقة التجزئة.   

   
 

 
∫ (      )

  

 

          
, نوجد أولاً  سمسمة اورييو لمتابع    مف أجؿ إيجاد منشور اورييو لمتابع 

 , ايكوف:وبملاحظة أنو يحقؽ شروط ديرخميو الأصمي
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    [

    

  
 

     

  
 

     

  
   ] 

بتفاضؿ  و, اإن-    ,مف   بما أف التابع المعطى مستمر مف أجؿ جميع قيـ 
 نجد:  المساواة الاخيرة بالنسبة لػ 

     [     
 

 
      

 

 
        ] 

 ليكف لدينا التابع: + *

 ( )  {
                 
                   
                  

 

اورييو , ثـ أوجد  واؽ سمسمة ( ) نشر التابع ا, والمطموب  ,   -  حيث 
         , اي النقط التالية:   مجموع السمسمة

  الحل:
مكف نشره يو يحقؽ شروط ديرخميو, وبالتالي أن نلاحظ مف تعريؼ التابع المعطى       

 , وبالتالي يكوف لدينا:وليس زوجياً  اردياً ىو تابع ليس واؽ سمسمة اورييو, و 

   
 

 
∫  ( )  

 

  

 
 

 
6∫     

 

  

 ∫     
 

 

 ∫     
 

 

7 

 
 

 
∫     

 

 

 
 

 
 

   
 

 
∫  ( )

 

  

        
 

 
∫          

 

 

 [
     

  
]
 

 

 
     

  
 

   
 

 
∫  ( )

 

  

        
 

 
∫          

 

 

 0 
     

  
1
 

 

 
       

  
 

 ( )  
 

 
[
 

 
 ∑

           (       )      

 

 

   

]          

 ىو:     إف مجموع السمسمة اي النقطتيف 
 (    )   (   )        

 , ايو: أما المجموع اي النقطة 
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, (   )   (   )-  

 

 
(   )  

 

 
 

 ىو: 0ومجموعيا اي النقطة 
 

 
, (   ) (   )-  

 

 
(   )  

 

 
 

 وبالتالي:

 ( )  

{
  
 

  
 
                 
 

 
                         

                   
 

 
                        

                   

 

( ) أوجد منشور اورييو لمتابع:  + *  .-    ,اي المجاؿ                   
 الحل:

 

 
   

 

 
∫        

 

 

 
     

  
 

   
 

 
∫              

 

 

 
 

 
∫ ,   (   )     (   ) -

 

 

  

  

 (  ) 
  

     
 
     

 
                    

 وبالتالي:
 

 
 
     

     
 

 

  
 ∑(  ) 

      

     

 

   

         ,    - 

ىؿ ىو زوجي    ذي الدور  -    ,لتابع المعرؼ عمى المجاؿ استنتج مف رسـ ا +  *
( )  , ثـ أوجد منشور اورييو لو:أو اردي       

  الحل:
 ىو:     إف الخط البياني لمتابع        
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حور التراتيب ولا بما أف الخط البياني لمتابع المعطى غير متناظر بالنسبة لم

 . لنحسب أمثاؿ اورييو لو: وليس زوجياً  ً لذا اإنو ليس ارديا, بالنسبة لممبدأ

   
 

  
∫  ( )

  

 

   
 

  
∫ (    )  

  

 

   

   
 

 
∫  ( )        

  

 

 
 

 
∫ (    )

  

 

        

 
 

 
[  

     

 
 

      

 
 

     

  
]
 

  

                  

   
 

 
∫  ( )        

  

 

 
 

 
∫ (    )

  

 

        
 

 
 

 وبالتالي تكوف سمسمة اورييو لمتابع المعطى والمحقؽ لشروط ديرخميو ىي:

 ( )     ∑
     

 

 

   

 

 والمعرؼ بالعلاقة:   ف منشور اورييو لمتابع الذي دوره أأثبت  +  *
 ( )  2

                
                    

 
 ىو:

 ( )   
 

 
 

 

 
     

 

  
      

 

  
         

  الحل:
 لنوجد أولاً  أمثاؿ اورييو لمتابع المعطى عمماً  أنو ليس اردياً  ولا زوجياً .       
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6∫     

 

  

 ∫    
 

 

7   
 

 
 

   
 

 
6∫        

 

  

 ∫         
 

 

7

 
 

 
8[

 

 
     ]

  

 

 
 

 
,(     )- 

 9    

        حيث 

   
 

 
6∫        

 

  

 ∫         
 

 

7 

 
 

 
[ 

 

 
(       )  

 

 
(       )]  

 

  
(        ) 

    , اإف عدداً  اردياً   اإذا كاف 
 

  
ذا كاف   لكؿ       , اإف: عدداً  زوجياً   وا 

 وبالتالي يكوف منشور اورييو لمتابع المعطى ىو:        

 ( )   
 

 
 

 

 
∑

   (    ) 

    

 

   

 

 أو بالشكؿ:
 ( )   

 

 
 

 

 
     

 

  
      

 

  
         

 . , عمماً  أف دوره  |    |  انشر اي سمسمة اورييو التابع  +  *
  الحل:

  ومنو      , ودوره التابع المعطى زوجي       
 

 
, وبالتالي اإف سمسمة اورييو 

 لو ىي:

|    |  
  

 
 ∑         

 

   

 

 أمثاؿ اورييو لو: مف أجؿ ذلؾ لنوجد أولاً 

   
 

 
∫       

 

 

 

 
 

 
,     - 

 

  
 

 
 

   
 

 
∫             

 

 

 

  
 

 
∫    (    )    

 

 

 

 
 

 
∫    (    )    
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 (     )
 

 ىي: |    |اإف سمسمة اورييو لمتابع  وبالتالي

|    |  
 

 
 

 

 
∑

      

     

 

   

 

( ) استنتج مف رسـ التابع  +  *  -    ,, المعرؼ اي   ذي الدور     
 طبيعتو, ثـ أوجد منشور اورييو لو.

  الحل:
 ىو:   إف الخط البياني لمتابع        

 
, ايو تابع زوجي ع متناظر بالنسبة لمحور التراتيبنلاحظ أف منحني ىذا التاب

 لذلؾ اإف:                    , وبالتالي اإف:  -    ,عمى 
   

 

 
∫     

 

 

 
   

 
 

   
 

 
∫   

 

 

        

   
 

 
[  

     

 
]
 

 

 
 

 
∫          

 

 

 (  ) (
 

  
)           

 , اإف سمسمة اورييو لمتابع المعطى تأخذ الشكؿ:وبالتالي

   
  

 
  [     

     

  
 

     

  
   ] 

2x

x
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( ) انشر واؽ سمسمة اورييو العقدية التابع   +  * , ثـ             |     | 
∑استنتج مجموع السمسمة العددية:   

 

     
 
    

  الحل:
  التابع دوري ودوره        

 

 
( ) , وبما أف التابع المعطى يحقؽ    (   ) 

شروط ديرخميو عمى  أيضاً , ويحقؽ  نو يكرر نفسو اي مجالات طوؿ كؿ منيا إأي 
 0المجاؿ 

 

 
 
 

 
لنحسب , عمى ىذا المجاؿة اورييو العقدية , ايو يمثؿ مجموع سمسم1

 , لدينا:الآف أمثاؿ اورييو العقدية

   
 

 
∫ |     |    

   

 
 

 

 

 
 

 

   
 

 
∫ |     |          

 

 

 
 

 

 

لممكاممة عمى المجاؿ  وقابلاً    ودوره  دورياً  تابعاً  ( ) : إذا كاف المبرىنةوحسب 
قابلاً لممكاممة عمى أي مجاؿ يممؾ نفس الطوؿ,  ( ) عندئذٍ يكوف التابع  -    ,
 ويتحقؽ:

∫  ( )  
 

  

 ∫  ( )  
    

 

               
 ف:إ, أي -   ,ولتسييؿ حساب التكامؿ الأخير, نكامؿ عمى المجاؿ 

   
 

 
∫               

 

 

 

 
 

 
∫                

 

 

 
 

 
∫                 

 

 

 

 
 

  
∫ ,   (    )      (    )   -   

 

 

 
 

  
∫ ,   (    )      (    )   -   

 

 

 

 ∫    (    )      
 

 

  6
   (    )   

(    ) 
7
 

 

  

  6
   (    )    

(    ) 
7  

 

(    ) 
 

 اإف: وكذلؾ

∫    (    )     
 

 

 
 

(    ) 
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 مف جية أخر  لدينا:

∫    (    )     
 

 

 6
   (    )   

(    ) 
7
 

 

   

 إذاً :
   

 

  
[

 

(    ) 
 

 

(    ) 
]  

 

 
(
         

     
) 

   
 

 (     )
             

 اإف النشر العقدي لسمسمة اورييو لمتابع المعطى: وبالتالي

 ( )  |     |  ∑    
     

 

    

 
 

 
∑

 

     

 

    

        

 [ 
 

  
 
 

  
] 

 ( ) اإف مجموع النشر العقدي لفورييو لمتابع المعطى يساوي     وبما أف 
 . مف   لجميع قيـ 

 يمكف الحصوؿ عمى نشر التابع المعطى بالشكؿ التالي:
 اإف:          بما أف: 

   
 

 (     )
 

 

 (     )
 

 

 (     )
             

   يكوف لدينا:       ومف أجؿ 
 

 
 

ومنو يكوف بعد التعويض:  (      )    مف العلاقة    ولنحسب 
     

 ىو: ( ) ذاً  المنشور المثمثي لفورييو لمتابع إ

 ( )  |     |  
 

 
 

 

 
∑

 

     
           

 

   

        

 يكوف لدينا:    ومف أجؿ 

 

 
 

 

 
∑
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 وبالتالي يكوف:

∑
 

     

 

   

  
 

 
 

( ) انشر التابع  +  *  , واؽ سمسمة جيب التماـ لفورييو.                 
  الحل:

 , لنمدده تمديداً  زوجياً ,   -وليس زوجياً  عمى المجاؿ  ليس اردياً      التابع        
-عمى المجاؿ  -عمى المجاؿ  ( ) , مف أجؿ ذلؾ نعرؼ التابع ,         , 

 ؿ:بالشك
 ( )  {

              
   | |            

 
-إف ىذا التابع زوجي ضمف المجاؿ  , وىو      ودوري ودوره  ,    

 :زوجي اإف , بما أنوحقؽ شروط ديرخميو عمى ىذا المجاؿي أيضاً 
                   

 كما أف:
   

 

 
∫  ( )        

 

 

 
 

 
∫            

 

 

 
 , نجد أف ناتج التكامؿ ىو:ساتير التحويؿ مف جداء إلى مجموعوبالاستفادة مف د

   
 (       )

(    ) 
         

مف    مباشرة لذا نستخدـ علاقة    لا يمكف حسابو مف    لاحظ أف المثؿ 
 لنجد:    , مف أجؿ جديد

   
 

 
∫         

 

 

   
 

 
6
     

 
7
 

 

   

 .          ومنو        حيث ارضنا 
, بوضع ابقاً , التي حصمنا عمييا س  يمكف حسابو مباشرة مف عبارة    أما المثؿ 

   نجد:    
 

 
 

نجد       اي سمسمة اورييو مف أجؿ          بتعويض قيـ الأمثاؿ 
 أف:
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 ( )   ( )       
 

 
 

 

(    ) 
      

 

(    ) 
         

 
 

 
 

 

 
(
     

 
 

     

  
   ) 

 أو بالشكؿ:

     
 

 
 ∑

 (       )

(    ) 
     

 

   

 

انشر اي سمسمة اورييو واؽ تابع الجيب التابع الدوري المعطى عمى نصؼ مجاؿ  +  *
 الدور بالشكؿ التالي:

 ( )                  ,   - 
  الحل:

 :بشكؿ اردي , ومف نص المسألة نجد أف -    ,لتابع عمى المجاؿ نمدد ا       
                  

 :       حيث    الآف  لنحسب

   
 

 
∫ (     )

 

 

   
   

 
   

 بالمكالمة بالتجزئة مرتيف متتاليتيف نجد أف:
   

   

     
0   

  

 
 1

 

 

 
  

    
(       ) 

 ايكوف: ,   وبما أف 

   {
  زوجياً              
   

    
   اردياً           

 

 وبالتالي تأخذ سمسمة اورييو لمتابع المفروض الشكؿ:

      
   

  
∑

   (    )  

 

(    ) 

 

   

 

( ) أوجد أمثاؿ اورييو اقط لمتابع  +  * واؽ توابع الجيب عمى المجاؿ  (   )  
,   -. 

  الحل:
 :, وبالتاليبشكؿ اردي -    ,لنمدد التابع المفروض عمى المجاؿ        
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        مف أجؿ    لذا تحسب الأمثاؿ 

   
 

 
∫  ( )        

 

 

 
 

 
∫ (     )        

 

 

 
 بالمكاممة بالتجزئة نجد:

   
 

 
6
      

 
     7

 

 

 
 

 
∫ (    )

 

 

        

 
 

  
∫ (    )        

 

 

 
 

  
[
    

 
     ]

 

 

 
 

 
∫      

 

 

   

 
 

   
(       ) 

 انشر اي سمسمة اورييو التابع الدوري: +  *

 ( )  {
                     
                     
                       

 

 .  ذا الدور إ
  الحل:

     أف التابع المعطى يحقؽ شروط ديرخميو, وبما أنو اردي اإف  أولاً  نلاحظ       
 اقط:   , لذا نحسب           مف أجؿ 

   
 

 
∫  ( )        

 

   

 
 

 
∫ (  )        

 

  

 
 

 
∫ ( )

 

 

        

 0
     

  
1
  

 

 0
     

  
1
 

 

 
 

  
(       )  {

  زوجياً             
 

  
  اردياً               

 

 ىي مف الشكؿ: ( ) اإف سمسمة اورييو لمتابع  وبالتالي

 ( )  
 

 
4     

     

 
 

     

 
    

   (    )

    
   5 

‖     ‖أثبت أف  +  *  ‖     ‖  .-    ,, عمى المجاؿ   √ 
  الحل:

 حسب تعريؼ نظيـ تابع لدينا:       
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‖     ‖  √∫         
 

  

 √∫
        

 
  

 

  

 √  

 كما أف:

‖     ‖  √∫         
 

  

 √∫
        

 
  

 

  

 √  

 ف متتالية التوابع التالية:أبرىف  +  *
 

√  
 
 

√ 
     

 

√ 
       

 

√ 
      

 

√ 
        

 .-    ,( متعامداً عمى المجاؿ تشكؿ جممة )نظيماً  -    ,المعراة عمى المجاؿ 
  الحل:

 نلاحظ بسيولة أف:       
 

√ 
∫        

  

 

 
 

√ 
∫        

  

 

   

 وأف:
 

 
∫             

  

 

                 
 

 
∫             

  

 

                 

 

 
∫             

  

 

                 
وبالتالي اإف متتالية التوابع الحقيقية المعطاة تشكؿ نظاماً  متعامداً  , كما نلاحظ 

 أف: أيضاً 
 

 
∫         

  

 

 
 

 
∫         

  

 

   

∫
 

√  
 

 

√  
  

  

 

   
 بيف مف خلاؿ رسـ التابع: +  *

 ( )  {

 

 
 (   )            

 

 
 (   )                  
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 أنو اردي أو زوجي ثـ أوجد سمسمة اورييو لو.
  الحل:

 إف الخط البياني لمتابع المعطى ىو:       

 
 حيث     وبسبب تناظره بالنسبة لممبدأ ايو تابع اردي, وبالتالي 

        حيث    لنحسب الآف            

   
 

 
∫

 

 
 (   )    

   

 
  

 

 

 

 بالتجزئة نجد أف:بالمكاممة 

   
   

     
(  (  )   ) 
 وبالتالي اإف سمسمة اورييو لمتابع المعطى ىو:

 ( )  
   

   
(   

 

 
  

 

  
   

  

 
  

 

  
   

  

 
    ) 

-  وذلؾ مف أجؿ كؿ      ,. 
 أوجد سمسمة اورييو العقدية لمتابع: +  *

 ( )  {
           | |   
           | |   

 
 نو إلى النشر الحقيقي.ثـ انتقؿ م
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  الحل:
, وىو يحقؽ شروط ديرخميو عمى المجاؿ      , ودوره التابع المعطى دوري       

, وبالتالي يمثؿ مجموع سمسمة اورييو العقدية عمى المجاؿ المذكور, لنحسب -    ,
 الآف الأمثاؿ العقدية لمنشر المطموب:

   
 

  
∫  ( )

 

 

        

 
 

  
∫         

 

  

 
 

  
∫  (             )

 

  

   

 
 

  
∫         

 

  

 
 

  
∫         

 

  

 

 
 

   
,     -  

  
 

    
,     -  

  
 

   
,      -  

 

 
 

    
,     -  

  
 

 

    
(           )  

 

   
,             - 

 
 

 
      (  ) 

 

 
             

 , وذلؾ مف العلاقة:  لنحسب الآف 

   
 

  
∫  ( )  

 

  

 
 

  
∫    

 

  

 
 

  
,  -  

    

 وبالتالي اإف منشور اورييو العقدي لمتابع المعطى ىو:

 ( )  ∑   

 

    

      ∑
(  )     

 

 

    

                 ,    - 

للانتقاؿ مف ىذا النشر العقدي إلى النشر الحقيقي )الشكؿ المثمثي لسمسمة اورييو( 
 , أي:, نطبؽ علاقات أولرلمتابع المفروض

 ( )  ∑
(  ) 

 

 

    

      ∑
(  ) 

 

 

    

 (            )          

 ∑
(  ) 

 

 

    
   

(            )  ∑(  )   
 

 
     

 

   

       

   ,    - 
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 ملاحظة: 
 كاف بالإمكاف التعويض مباشرة بالعلاقات:      

                         (      )  (  )   
 

 
 

 التالية: ( ) اي سمسمة اورييو لمتابع 

 ( )  
  

 
 ∑(               )

 

   

 

( ) ليكف التابع  +  *  , والمطموب: ,   -لمجاؿ والمعرؼ اي ا   
 نشر التابع المعطى اي سمسمة مثمثية )اورييو( لا تحوي إلا جيوباً  اقط. 1-
( ) استخدـ الناتج السابؽ اي نشر التابع  2- اي سمسمة  ,   -اي المجاؿ     

 مثمثية.

∑استنتج قيمة مجموع السمسمة العددية المتقاربة  3-
(  )   

  
 
   . 

 .,   -اي    يمكف إيجاد المشتؽ الأوؿ لمسمسمة المثمثية لمتابع  ىؿ 4-

  الحل:
 يكوف لدينا:        , وأنو مف أجؿ     دوري ودوره   التابع        

   
 

 
∫      

  

 
   

 

 

  
 

  
      

 اإف السمسمة المثمثية لمتابع المعطى ىي: وبالتالي

  ∑ 
 

  
         

  

 
 

 

   

 

 أو:

  
 

 
(   

  

 
 

 

 
   

   

 
 

 

 
   

   

 
   ) 

( ) لإيجاد السمسمة المثمثية لمتابع  , تكامؿ طراي ,   -عمى المجاؿ     
 نجد: 2, ثـ ضرب الطرايف بالعدد  مف الصفر إلى  حداً  السمسمة الأخيرة حداً 

     
  

  
(   

  

 
 

 

  
   

  

 
  

 

  
   

  

 
    )            ( ) 

  حيث:          
  

  .  
 

   
 

   
 

     / 
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, ة مثمثية ولا تحوي إلا جيوب تماـاي سمسم   ىي نشراً لػ  ( )وبما أف الصيغة 
 اإنو يكوف: ,   -وذلؾ اي المجاؿ 

  
  

 
 

 

 
∫  ( )  

 

 

 
 

 
∫     

 

 

 
 

 
 

 :وبالتالي اإف
   

 

 
 

  

  
(   

  

 
 

 

  
   

  

 
  

 

  
   

  

 
    ) 

∑أخيراً  قيمة مجموع السمسمة العددية المتقاربة  لنوجد 3-
(  )   

  
 
    

∑
(  )   

  

 

   

   
 

  
 

 

  
 

 

  
    

  

  
  

  

  
 
 

 
 

  

  
 

حداً  حداً  , لأف السمسمة  ,   -اي    يمكف أف نشتؽ السمسمة المثمثية لمتابع  لا 4-
 الناتجة عف الاشتقاؽ ىي:

 (   
  

 
    

  

 
     

  

 
    ) 

نيا متباعدة إ, أي   تسعى نحو   والتي حدىا العاـ لا يسعى نحو الصفر عندما 
 . مف أجؿ كؿ قيمة لػ
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 تمرقـات غير محؾوؾة

التالي    التابع الدوري ودوره  -    ,انشر اي سمسمة اورييو عمى المجاؿ  (1)-
 ( )    . 

( ) انشر اي سمسمة اورييو التابع  (2)-  
 

| |
والمعرؼ عمى المجاؿ    والذي دوره  

,    -. 

 ارسـ الخط البياني لمتابع: (3)-

 ( )  {
                 
                
                   

 

 ثـ اكتب سمسمة اورييو لو.
 -   ,, والمعرؼ عمى   انشر واؽ سمسمة اورييو التابع الدوري والذي دوره  (4)-

 :بالشكؿ
 ( )     

 انشر التابع: (5)-

  ( )  {
                
                

 
 واؽ سمسمة تحوي تابع جيب التماـ. -   ,اي 

 جؿ التابع أ, مف السابؽعد حؿ التمريف أ (6)-

  ( )  {
  

 

  
                

                 
 

( ) انشر التابع  (7)-  , اي نصؼ المد :               

 سمسمة تحوي توابع الجيب. - أ
 سمسمة تحوي توابع التجيب.  - ب

( )  اي         حدد قيـ الثوابت  (8)- , بحيث يتعامد              
 مع كؿ كثيرات الحدود التالية: ( )  

  ( )            ( )            ( )  
 

 
   

 

 
 

( )  المحققة لمشرط:     . 
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 أثبت اف التوابع التالية: (9)-

     
 

 
     

 

 
     

  

 
     

  

 
    
 .-    ,متعامدة اي المجاؿ 

 أثبت أف التوابع: (10)-
                     

 .-   ,متعامدة عمى المجاؿ        
 بالعلاقة:      عبر عف التابع المعرؼ عمى المجاؿ  (11)-

 ( )        
 .(   )بدلالة سمسمة جيوب اقط اي المجاؿ        

 .(   )حؿ التمريف السابؽ, لكف بدلالة سمسمة تجيبات اقط اي المجاؿ  أعد (12)-

, والمعرؼ اي       ذي الدور  ( ) أوجد النشر العقدي لمتابع الدوري  (13)-
 :بالعلاقة      المجاؿ 

 ( )     
 ثـ انتقؿ مف النشر العقدي إلى النشر الحقيقي ليذا التابع.

 ليكف التابع: (14)-

 ( )  {
               
                       

                     
 

 المطموب: تحقؽ مف أف

                         
  (  ) 

  
                

 أوجد سمسمة اورييو العقدية لمتابع: (15)-
 ( )  2

                
                  

 

 ستنتج منو الشكؿ المثمثي )الشكؿ الحقيقي(.اثـ 
( ) اكتب نشر اورييو لمتابع:  (16)- , ثـ استنتج منو                   

 النشر المثمثي لفورييو.
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 ليكف التابع الحقيقي: (17)-

 ( )  {

 

 
                     

 

 
              -   ,           

 

 :والمطموب أثبت أف
   

 

 
   و  

 

   
               

 ثـ اكتب سمسمة اورييو العقدية لو.
 :أوجد نشر اورييو العقدي لمتابع (18)-

 ( )  |     |           
 منو مجموع السمسمة العددية:واستنتج 

∑
 

     

 

   

 

 ثـ اكتب السمسمة المثمثية لفورييو )الشكؿ الحقيقي( لو.
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 تحويل فورياه -تللمل فورياه 
Fourier Integral – Fourier Transforms 

 
اإنو ويحقؽ شروط ديرخميو,  دوريا ً  ( ) أنو إذا كاف التابع  بينا اي الفصؿ الثالث
 يمكننا تمثيمو بسمسة اورييو.

معينة,  اً ويحقؽ شروط دورياً  ( ) نو إذا لـ يكف التابع سنبيف اي ىذا الفصؿ أ
طة تكامؿ ثنائي معتؿ يشابو سمسمة اورييو لمتابع اساإنو يمكننا تمثيؿ ىذا التابع بو 

ؿ التوابع ليشم ( ) الدوري. بكلاـ آخر يمكف تعميـ تمثيؿ سمسمة اورييو لمتابع الدوري 
. ىذا التعميـ يتركز عمى أنو بإمكاننا اعتبار بتكامل فورييو, وىذا ما يسمى اللادورية

, إلى اللانياية  , وذلؾ عندما ينتيي الدور ( ) نياية لتابع دوري  ( ) التابع اللادوري
( )         ف:أي إ    ( ) 

 (                )( تؽاؿل ػورققه 1-4)

-  عمى  إطلاقاً التابع القابل لممكاممة  لنعرف بداية: . نقصد بقولنا ,    
-عمى المجاؿ  إطلاقاً قابؿ لممكاممة  ( ) أف التابع  ىو أف يكوف كؿ مف  ,    

 :تكاملات المعتمة التالية موجوداً ال
∫  ( )  

 

 

       ∫ | ( )|  
 

  

           

 التاليتيف موجودتيف ومحدودتيف:أي إذا كانت كؿ مف النيايتيف 
   
   

∫  ( )  
 

 

        
    

∫ | ( )|  
 

 

 
 إذا تحقؽ: إطلاقاً إنو قابؿ لممكاممة  ( ) عف التابع  :واختصاراً  نقوؿ

∫ | ( )|  
 

  

   

 تابع في تكامل فورييو الشروط الكافيو لتمثيللنقدـ أولاً  
بشروط , والمسماة ةقؽ الشروط التالي, ويح تابعاً  معرااً  عمى  ( ) ليكف 

 ديرخميو:
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 .(    )عمى المجاؿ  إطلاقاً قابؿ لممكاممة  ( )   1-

 قابؿ لمنشر اي سمسمة اورييو اي أي مجاؿ محدود. ( ) التابع  2-
  (:1) ملاحظة
 بالشكؿ التالي: ( ) يمكف صياغة شروط ديرخميو السابقة لمتابع        
 . معرؼ عمى  ( ) التابع  1-

-   ,أممس أو أممس جزئياً  عمى  ( ) منحني التابع  2-   . 

 . عمى  إطلاقاً  قابؿ لممكاممة ( ) التابع  3-

  (:1) مثال
 تكامؿ اورييو التالي:ب ( ) التابع  ىؿ يمكف تمثيؿ       

 ( )  {
                  
                  

 
 ف:كما أػ        يكوف     و مف أجؿ: نلاحظ أولاً  أن الحل:

∫ | ( )|  
 

  

 ∫      
 

 

 ,    - 
            

∫وىذا يعني أف التكامؿ المعتؿ  | ( )|
 

  
    ف التابع موجود, وبما أ   

 ديرخميو, إذاً يمكف تمثيؿ ىذاحقؽ شروط ( وبالتالي ايو ي1متناقص باطراد لاحظ الشكؿ )
 تكامؿ اورييو.ب ( ) التابع 

 
 
 
 
 

 (1)الشكل 

 , وذلؾ مف خلاؿ مبرىنة اورييو التالية:صيغة فورييو التكامميةالآف  نورد
 محدوداً, وقابلاً  ( ) إذا كاف التابع  :(               )مبرىنة فورييو 

ويحقؽ شروط ديرخميو اي كؿ نقطة مف نقاط  (    )عمى المجاؿ  إطلاقاً لممكاممة 
  :اإف العلاقة الآتية (    )المجاؿ 

f (x)

x

1

0
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 ( )  
 

 
∫ (∫  ( )    (   )   

 

  
)  

 

 
 

, وحيث يسعى إلى اللانيائية  عندما  ( ) تتحقؽ اي جميع نقاط استمرار التابع 
 . متحوؿ جديد تابع لػ   

  البرىان:
 بالشكؿ: -    ,اي المجاؿ  ( ) لنأخذ سمسمة اورييو لمتابع        

 ( )     ∑ .     
  

 
       

  

 
 /

 

   

 

 حيث:

   
 

  
∫  ( )  

 

  

 

   
 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

  

               

   
 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

  

               
 بتعويض أمثاؿ اورييو السابقة اي سمسمة اورييو السابقة نجد:

 ( )  
 

  
∫  ( )  

 

  

  

 ∑64
 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

  

5    
  

 
 

 

   

 4
 

 
∫  ( )    

  

 
   

 

  

5    
  

 
 7 

 أو بالشكؿ:

 ( )  
 

  
∫  ( )  

 

  

  

 
 

 
∑∫  ( ) .   

  

 
    

  

 
     

  

 
    

  

 
 /   

 

  

 

   

 

 بالاستفادة مف العلاقة المثمثية التالية:
   (   )                    

 تكتب السمسمة الأخيرة بالشكؿ:
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 ( )  
 

  
∫  ( )  

 

  

 
 

 
∑ ∫  ( )    

  

 
(   )  

 

  

 

   

 

  معرؼ بالعلاقة:   متحوؿ جديد تابع لػ      بفرض 

 
      

          وبوضع:
(   ) 

 
 

  

 
 

 

 
 نجد:    

 ( )  
 

  
∫  ( )  

 

  

 
 

 
∑4∫  ( )      (   )  

 

  

5

 

   

    ( ) 

 الفرؽ بيف التكامميف التالييف: , أصبح  نلاحظ أنو كمما كبرت

∫  ( )     (   )   
 

  

      ∫  ( )     (   )   
 

  

 
( يذكرنا 1قة ), كما أف المجموع الموجود اي الطرؼ الأيمف مف العلاصغيراً 

 : , وىو يسعى إلى التكامؿ التالي بالنسبة لػ بالمجموع التكاممي

∫ 4∫  ( )     (   )   
 

  

5  
 

 

 

( يسعى إلى 1أف الحد الثاني مف الطرؼ الأيمف مف العلاقة ) أيضاً  ونلاحظ
 , أي أف:يسعى إلى اللانياية  الصفر عندما 

|
 

  
∫  ( )  

 

  

|  
 

  
∫ | ( )  |

 

  

 
 

  
      

 , حيث:تسعى إلى اللانياية  عندما 

  ∫ | ( )|  
 

  

 /شرط التكامؿ المطمؽ لمتابع  ( ) .    
 تأخذ الشكؿ: (1وبالتالي العلاقة )

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )     (   )   

 

  

5  
 

 

  ( ) 

 , وىو المطموب.   ف حيث إ
 التكامؿيسمى , و ( )  بصيغة فورييو التكاممية لمتابع( 2نسمي العلاقة الأخيرة )

( 2كما تسمى المساواة ) (                ) بتكامل فورييو اي الطرؼ الأيمف
 اي تكامؿ اورييو. ( ) التابع  بتمثيؿ
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 ملاحظات:
, وبما أف ىذا التابع يتعمؽ بجيب  ( تابع لػ 2التكامؿ الداخمي الموجود اي العلاقة ) 1-

 ( بالشكؿ التالي:2, لذلؾ يمكف كتابة العلاقة )ايو تابع زوجي  التماـ لػ 

 ( )  
 

  
∫ 4∫  ( )     (   )   

 

  

5  
 

  

  

مستمراً   ( ) التي يكوف اييا التابع   يختص بالنقاط  دراستو سابقا ً  تإف كؿ ما تم 2-
 اتأخذ صيغة اورييو التكاممية الشكؿ التالي: ( ) أما مف أجؿ نقاط الانقطاع لمتابع 

 (   )  (   )

 
 

 

 
∫ (∫  ( )     (   )   

 

  
)  

 

 
 

 , أي:(   ) ( بالرمز 2لمسيولة نرمز لمتكامؿ الداخمي مف العلاقة )عادة و 
 (   )  ∫  ( )     (   )   

 

  

 
 :( ) , استخدمنا سمسمة اورييو لمتابع ياؽ برىاف مبرىنة اورييو السابقةاي س 3-

 ( )     ∑ .     
  

 
       

  

 
 /

 

   

 

 حيث:

   
 

  
∫  ( )   

 

  

 

   
 

 
∫  ( )    

  

 
    

 

  

               

   
 

 
∫  ( )    

  

 
    

 

  

               

 التالية: ( ) أما إذا استخدمنا سمسمة اورييو لمتابع 

 ( )  
  

 
 ∑ .     

  

 
       

  

 
 /

 

   

 

 ف:حيث إ

   
 

 
∫  ( )  
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افي ىذه الحالة تكوف صيغة         , حيث كما سبؽ تماماً       ويبقى الثابتاف 
  -    ,اي  ( ) اورييو التكاممية لمتابع 

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )     (   )   

 

  

5  
 

 

 

  (:2) مثال
( ) ليكف التابع التالي:          {

       | |   

         | |   
, والمطموب أوجد تكامؿ اورييو 

∫, استنتج قيمة التكامؿ لو
         

α
  

 

 
∫, ثـ أثبت أف 

    

 
  

 

 
 

 

 
 . 

  الحل:
تكامؿ اورييو. لنحسب الآف ب التمثيؿ لكتابتو شروطأف التابع يحقؽ  نلاحظ أولاً        
 التكامؿ:

 (   )  ∫  ( )     (   )   
 

  

 

 ∫       (   )   
 

  

 [ 
 

 
    (   )]

  

 

 

  
 

 
,    (   )-  

   
 

 
,    (   )      (   )- 

  
 

 
6    

 (   )   (   )

 
    

 (   )   (   )

 
7 

  
 

 
        (  )  

 

 
                      (  )        

 نجد: ( ) بالتعويض اي صيغة تكامؿ اورييو لمتابع 
 ( )  

 

 
∫

         

 
  

 

 

 

 أو بالشكؿ:
∫

         

 

 

 

 
 

 
  ( ) 

 وىذا يعني:

∫
         

 

 

 

   
 

 
{
         | |   

           | |   
 {

 

 
          | |   

             | |   
 

 وباستخداـ العلاقة:
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 (   )   (   )

 
 

 

 
∫ 4∫  ( )     (   )   

 

  

5  
 

 

 

 نجد أف:

∫
         

 

 

 

   

{
 
 

 
 

 

 
          | |   

 

 
            | |   

              | |   

 

اي المساواة الأخيرة )لأف التكامؿ الأخير يصعب إيجاده بالطرؽ     بوضع 
 العادية( نجد:

∫
    

 

 

 

   
 

 
 

  (:2) ملاحظة
∫التكامؿ        

    

 

 

 
   

 

 
يمثؿ نياية تابع الجيب التكاممي والذي نرمز لو بػ  

 ف:تسعى نحو اللانياية , أي إ  عندما  ( )  
∫

    

 

 

 

      
   

∫
    

 

 

 

      
   

  ( ) 

  (:3) مثال
 مثؿ بتكامؿ اورييو التابع:       

 ( )  {

                             
 

 
                       

                           

 

  الحل:
 ؽ صيغة تكامؿ اورييو:بتطبي       

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )     (   )   

 

  

5  
 

 

 

 نجد:

 
 

 
∫ ∫       (   )  

 

 

 

 

 
 

 
∫ 6

    (   )

  
7
 

  

 

   

 
 

 
∫

    (   )       
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 أو بالشكؿ:

 ( )  
 

 
∫

   
 

 
   

 (    )

 

 

 

 

                

(   )  (   ) بملاحظة أف 

 
 

 

 
اي كؿ مف نقطتي الانقطاع  ( )  

          
 :( ) لندرس الآف بعض الحالات الخاصة لتكامؿ اورييو لمتابع 

 ( تؽاؿل ػورققه ؾؾتوابع اؾزوجقة واؾػردقة2-4)

 (                                           ) 
|     |ف بما أ  اإف:  , ميما تكف قيمة    

∫ | ( )      |  
 

  

 ∫ | ( )|  
 

  

 
, اإف (    )عمى المجاؿ  مطمقاً قابلاً  لممكاممة  ( ) ومنو, إذا كاف التابع 

∫التكامؿ المعتؿ   ( )        
 

  
, وبشكؿ مشابو يكوف التكامؿ يكوف موجوداً  

∫  ( )        
 

  
 .أيضاً  موجوداً  

 وبما أف:
    (   )                        

 ( نجد:2وبعد التعويض اي صيغة تكامؿ اورييو )
 ( )  

 

 
∫ 4∫  ( )        

 

  

5        
 

 

  
 

 
∫ 4∫  ( )        

 

  

5        
 

 

 ( ) 

( ) , اإف زوجياً  ( ) اإذا كاف التابع  تابع زوجي أما التابع  أيضاً ىو       
 ( )  , وبالتالي يكوف:ايو اردي      

∫  ( )        
 

  

  ∫  ( )        
 

 

 
 ( نجد:3بالتعويض اي العلاقة )

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )        

 

 

5        
 

 

  ( ) 

 .( ) صيغة تكامل فورييو لمتابع الزوجي وىي 
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( ) , اإف التابع اردياً  ( ) أما إذا كاف التابع  بينما التابع  زوجي      
 ( )  , وبالتالي يكوف:زوجي      

∫  ( )        
 

  

  ∫  ( )        
 

 

 

 ( نجد:3وبالتعويض اي العلاقة )

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )        

 

 

5        
 

 

  ( ) 

 .( ) صيغة فورييو التكاممية لمتابع الفردي وىي 
 بالشكؿ: ( ) التكاممية لمتابع  صيغة اورييو يمكف كتابة      

 ( )  ∫ , ( )        ( )      -
 

 

 

 حيث:
 ( )  

 

 
∫  ( )        

 

  

      ( )  
 

 
∫  ( )        

 

  

 

تكامؿ ب التمثيؿويحقؽ شروط   ط انقالمستمر اي جميع  ( ) ف التابع حيث إ
 بالتابع: ( ) نقطة انقطاع لو نستبدؿ التابع   , أما إذا كانت اورييو

 (   )   (   )

 
 

  (:3) ملاحظة
(   )  (   ) يجب وضع  ( ) لمتابع   اي كؿ نقطة انقطاع       

 
 ( ) مف  بدلاً  

 (.5( و )4اي الطرؼ الأيسر مف العلاقة )
  (:4) مثال

( ) ارسـ التابع:         {
         | |   

          | |   
 تكامؿ اورييو.ب ثـ مثمو ,

  الحل:
 إف الخط البياني لمتابع المعطى ىو:      
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التابع المفروض يحقؽ شروط , نلاحظ أنو متناظر بالنسبة لممبدأ, ايو تابع اردي

 .ديرخميو عمى مجالو
 لنحسب أولًا التكامؿ الداخمي:

∫  ( )        
 

 

 

∫  ( )        
 

 

 ∫          
 

 

 

 بالمكاممة بالتجزئة نجد:

 [ 
 

 
     ]

 

 

 
 

 
∫        

 

 

 
       

 
 

     

  
 

 ( نجد أف تكامؿ اورييو لمتابع المعطى ىو:5وبتطبيؽ العلاقة )
 ( )   

 

 
∫

             

  

 

 

         

  (:5) مثال
( ) مثؿ بتكامؿ اورييو التابع التالي:        ثـ استنتج قيمة          | |    
 التكامؿ

∫
     

     

 

 

   

  الحل:
زوجي ويحقؽ شروط ديرخميو لتمثيؿ التابع بتكامؿ اورييو. وبالتالي  | |   التابع       

 اإف نشره اي تكامؿ اورييو يعطى بالعلاقة:

y

x
L

L
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 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )      

 

 

   5        
 

 

 

 لنحسب أولاً  التكامؿ الداخمي:

  ∫  ( )         
 

 

 ∫             
 

 

 

 رتيف متتاليتيف نجد:وبالمكاممة بطريقة التجزئة م

  [ 
 

 
         ]

 

 

 ∫ ( 
 

 
    ) (  )         

 

 

 

    
 

 
 

 

 
∫             

 

 

 

    
 

 
 6[

 

 
 

 

 
         ]

 

 

 ∫ ( 
 

 
    )           

 

 

7 

    
 

 
 

  

  
∫            

 

 

      

  
 

 
 

  

  
          

 

     
 

 , اإف تكامؿ اورييو لمتابع المعطى ىو:ومنو

 ( )  
  

 
∫

 

     

 

 

        

∫مف المساواة الأخيرة , نجد أف قيمة التكامؿ: 
     

     

 

 
 ىي    

  
 أي أف: | |   

∫
     

     

 

 

   
 

  
   | |            

∫لاحظ أف حساب التكامؿ 
     

     

 

 
صعب جداً  , ومف ىنا تأتي أىمية    

 تكاملات اورييو.
 لتكامل فورييو الصيغة العقديةولندرس الآن 

 (                                ) 
 ىي: (   )    نعمـ أف صيغة أولر لمتابع 

    (   )  
   (   )      (   )

 
 

 الصيغة السابقة اي صيغة اورييو التكاممية:والآف بتعويض 
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 ( )  
 

  
∫ 4∫  ( )     (   )   

 

  

5  
 

 

 

 نجد:
 ( )  

 

  
∫ 4∫  ( )     (   )   

 

  

5  
 

  

 

 ومنو نجد:
 ( )  

 

  
∫ 4∫  ( )(   (   )      (   ))  

 

  

5  
 

  

 

 أو بالشكؿ:
 ( )  

 

  
∫ 4∫  ( )   (   )  

 

  

5  
 

  

 
 

  
∫ 4∫  ( )    (   )  

 

  

5  
 

  

 

 ف:بما أ
∫ 4∫  ( )   (   )  

 

  

5  
 

  

 ∫ 4∫  ( )    (   )  
 

  

5  
 

  

 

 نجد تحقؽ المساواة السابقة.     لأنو إذا وضعنا 
 وبالتالي نجد:

 ( )  
 

  
∫ 4∫  ( )   (   )  

 

  

5  
 

  

  ( ) 

 .( ) ابع بالصيغة العقدية لتكامل فورييو لمت( 6نسمي عادة العلاقة الأخيرة )
 ( بالشكؿ التالي:6يمكف كتابة العلاقة )

 ( )  
 

  
∫     

 

  

  ∫  ( )
 

  

        

  (:6) مثال
 :المعرؼ بالعلاقة ( ) الصيغة العقدية لتكامؿ اورييو لمتابع أوجد       

 ( )  {
          | |   

          | |   
 

  الحل:
∫لنحسب أولاً  التكامؿ           (   ) 
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∫    (   )
 

  

    
 

  
[   (   )]

  

 
  

 

  
(   (   )     (   )) 

 
    

 
4
          

 
5  

    

 
        

 ( نجد:6بالتعويض اي العلاقة )
 ( )  

 

 
∫

     

 

 

  

       
 .( ) وىي الشكؿ العقدي لتكامؿ اورييو لمتابع 

 :(                  )( تحوقل ػورققه 3-4)

 :اإف                   بما أف: 
 ( )       ( )         ( )       

 بعد ضربيا بالعدد   إلى    بمكاممة طراي العلاقة الأخيرة مف 

√  
 نجد: 

 

√  
∫       ( )   

 

  

 
 

√  
∫  ( )        

 

  

 
 

√  
∫  ( )      

 

  

   
 الشكؿ:لنتكتب العلاقة السابقة عمى 

 

√  
∫       ( )  

 

  

  ( )    ( )  ( ) 
 حيث:

 ( )  
 

√  
∫  ( )        

 

 

 

 ( )  
 

√  
∫  ( )        

 

 

 

  .(4وىذا ممكف وذلؾ حسب العلاقة )
 ( بالشكؿ:7تكتب العلاقة )

  ( )  
 

√  
∫       ( )   

 

  

 

 إذا ً  -( ) , ونرمز لو عادة  ( ) تحويل فورييو لمتابع  ( )  نسمي عادة 
 , ( )-    ( ) 
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 وبالتالي يكوف:
 ( )  

 

√  
∫   ( )        

 

  

 

  (:4) ملاحظة
تابع اي تكامؿ اورييو بالشكؿ العقدي ,  يمكف استنتاج ما سبؽ مف علاقة تمثيؿ      

 ( لنحصؿ عمى العلاقة:6اي العلاقة )   بػ   وذلؾ باستبداؿ 
 ( )  

 

√  
∫ 4

 

√  
∫  ( )       

 

  

5        
 

  

 

 وبوضع:
 ( )  

 

√  
∫  ( )    

 

  

    ( ) 
 اي الصيغة السابقة نجد:

 

√  
∫  ( )     

 

  

    ( ) 

يسمى ( 8المعطى بالعلاقة ) ( ) إلى التابع  ( ) إف الانتقاؿ مف التابع 
نفسو بتحويؿ اورييو لمتابع  ( ) , ونسمى عادة التابع ( ) رييو لمتابع بتحويل فو 

المعطى بالعلاقة الأخيرة  ( ) إلى التابع  ( ) . أما الانتقاؿ المعاكس مف التابع ( ) 
 , ونعبر عف التحويؿ المعاكس بػبتحويل فورييو المعاكسايسمى 

   , ( )-   ( ) 
 تحويلات اورييو. سنستخدـ ىذا الرمز عند دراسة بعض خواص

  (:7) مثال
 أوجد تحويؿ اورييو لمتابع:      

 ( )  {
           | |   

            | |   
 

  الحل:
( )   يعطى بالعلاقة ( ) إف تحويؿ اورييو لمتابع         

 

√  
∫  ( )      
 

  
 

 بالتعويض بيا نجد:

 ( )  
 

√  
∫         

 

  

 
 

√  
6
    

  
7
  

 

 
 

√  
4
          

  
5 
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√  
 
      

 
 √

 

 
 
     

 
           

 بعض خواص تحويلات فورييو:
 ( )     ( )   ( )  تحويلات اورييو لمتوابع:  ( )     ( )   ( )  لتكف  1-

ذا كان  يتحقؽ ما يمي: , عندئذٍ          حقيقية حيث  اً أعداد    تعمى الترتيب وا 

 [∑    ( )

 

   

]  ∑    ( )

 

   

 

   [∑    ( )

 

   

]  ∑    ( )

 

   

 

  البرىان:
 بما أف:       

 [∑    ( )

 

   

]  ∫ ∑    ( ) 
      

 

   

 

  

 

   ∫   ( ) 
      

 

  

   ∫   ( ) 
      

 

  

 

      ∫   ( ) 
      

 

  

 
 :اإف امؿ المحددخواص التك استناداً  إلى

     ( )      ( )         ( )  ∑    ( )

 

   

 

 وبنفس الطريقة تماماً  نبرىف عمى العلاقة الثانية.
-( ) , إذا  2- -( )  , , اإف  ( )       ( ). 

 دون برىانالمبرىنة التالية والتي نقبميا من  البرىان: لبرىان ىذه الخاصة نستخدم
  (:2مبرىنة)
 , وكاف التكاملاف: مستمراً  وقابلاً  للاشتقاؽ عمى  ( ) إذا كاف التابع      

∫ |  ( )|  
 

  

∫ و  | ( )|  
 

  

 
 , عندئذٍ  يكوف:موجوديف
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 ( )    
 يكتب بالشكؿ: ( )  ولنبرىف الآف الخاصة الثانية: إف تحويؿ اورييو لمتابع 

 ,  ( )-  ∫   ( )       
 

  

 
                             لممكاممة بالتجزئة نفرض:  

  ( )             ( ) 
 وبالتالي يكوف لدينا:

 ,  ( )-  [ ( )     ]
  

 
   ∫  ( )     

 

  

   
( )        وحسب المبرىنة السابقة يكوف:   وبالتالي يكوف:   

 ,  ( )-    ∫  ( )       
 

  

    ( ) 

  (:5) ملاحظة
 ( )يمكف تعميـ الخاصة السابقة بالشكؿ التالي: إذا كاف المشتؽ مف المرتبة        
 يقبؿ تحويؿ اورييو اإف: ( )( ) أي  ( ) لمتابع 

 [ ( )( )]  (  )  ( )               
 . ونبرىف بطريقة الاستقراء الرياضي عمى 

∫إذا كاف:  3-  ( )
 

  
-( ) , و      , اإف:( )  

 6∫  ( )  
 

  

7  
 ( )

  
 

 إف: البرىان:
 6∫  ( )  

 

  

7  ∫ 4∫  ( )  
 

  

5       
 

  

 

 وبإجراء عممية المكاممة بالتجزئة نحصؿ:

 6∫  ( )  
 

  

7  64
     

  
5∫  ( )  

 

  

7
  

 

 
 

  
∫  ( )       

 

  

 

 ومف شرط الخاصة المدروسة يكوف لدينا:
   

 

  
∫  ( )       

 

  

 
 إذاً :
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 6∫  ( )  
 

  

7  
 ( )

  
 

-( ) , إذا كاف:   4-  , اإف:( )  
 , (   )-        ( )           

  البرىان:
 نكتب. (   ) حسب تعريؼ تحويؿ اورييو لمتابع       

 , (   )-  ∫  (   )       
 

  

 ∫  ( )    (   )  
 

  

 
 :, إذاً      ومنو       حيث ارضنا 

 , (   )-        ( ) 
 بالطريقة نفسيا يمكف إثبات أف:

 , (   )-       ( )           
-( ) , نفرض أف:  5-  , عندئذٍ  تتحقؽ العلاقة: ( )  

 [      ( )]   (   )          
 البرىان:

 [      ( )]  ∫       ( )       
 

  

 

 ∫  ( )   (   )   
 

  

  (   ) 

 وبنفس الطريقة يمكف إثبات أف:
 [     ( )]   (   )            

-( ) , إذا كاف  6-  , اإف: ( )  
 0 .

 

 
/1    (  )           

 لدينا: البرىان:
 0 .

 

 
/1  ∫  .

 

 
/         

 

  

 
 , وبالتالي يكوف:       , ومنو     نفرض أف 

 0 .
 

 
/1   ∫  ( )   (  )    

 

  

   (  ) 
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 ( تحوقل ػورققه ؾؾتوابع اؾزوجقة واؾػردقة 4-4)

(                                             ) 
, نعمـ أف صيغة تكامؿ اورييو لمتوابع الزوجية تابعاً  زوجياً  ( ) بفرض  أولاً :

 ىي مف الشكؿ:
 ( )  

 

 
∫ 4∫  ( )        

 

 

5        
 

 

 

 بالشكؿ: أيضاً والتي يمكف كتابتيا 

 ( )  √
 

 
∫ :√

 

 
∫  ( )        

 

 

;       
 

 

 

( )  بوضع:   √
 

 
∫  ( )        
 

 
 اي المساواة السابقة نجد: 

 ( )  √
 

 
∫   ( )        
 

 
 

بينما  ( ) بتحويل جيب التمام فورييو لمتابع الزوجي  ( )  نطمؽ عمى العلاقة 
 بتحويل جيب التمام فورييو المعاكس.الأخيرة  ( ) نسمي العلاقة 

 ( ) وجدنا أف صيغة اورييو التكاممية لمتابع الفردي  فردياً  ( ) إذا كان التابع  :ثانياً 
 ىي مف الشكؿ:

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )        

 

 

5        
 

 

 

 والتي يمكف كتابتيا بالشكؿ:

 ( )  √
 

 
∫ :√

 

 
∫  ( )        

 

 

;       
 

 

 

( )  اإذا وضعنا:   √
 

 
∫  ( )        
 

 
 اي المساواة السابقة نجد:  

 ( )  √
 

 
∫   ( )        
 

 
 

ويطمؽ عمى  ( ) بتحويل جيب فورييو لمتابع الفردي  ( )  نسمي الصيغة 
  بتحويل جيب فورييو المعاكس.يرة الأخ ( ) العلاقة 
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  (:8) مثال
( ) أوجد تحويؿ اورييو لمتابع  , والمعرؼ اقط مف أجؿ              

   . 
  الحل:

, لنمدده حتى يكوف زوجياً أو اردياً   نمدد التابع المعطى مف أجؿ القيـ السالبة لػ 
 حتى نحصؿ عمى التابع الفردي:

 ( )  {
                 

                  
 

 وبالتالي يكوف تحويؿ اورييو لمتابع الناتج بالشكؿ:

  ( )  √
 

 
∫             

 

 

 

( ) نرمز بػ  ولمسيولة   ∫             
 

 
  
 نجد: ( ) وبإجراء عممية المكاممة بالتجزئة مرتيف متتاليتيف لػ 

 ( )  [ 
 

 
         ]

 

 

 ∫  
 

 
    (      )  

 

 

 

 
 

 
∫            

 

 

 

 
 

 
[ 

 

 
         ]

 

 

 ∫  
 

 
    (      )  

 

 

 

 
 

 
[
 

 
 

 

 
 ( )] 

( )    :إذاً  .  
  

  
/  

 

  
        ( )  

 

     
 

 وبالتالي اإف تحويؿ اورييو المطموب ىو:

  ( )  √
 

 
 

 

     
 

  (:9مثال)
( ) أوجد تحويؿ جيب التماـ )تجيب( اورييو لمتابع        , ثـ              

 اي إثبات صحة العلاقة: ستخدـ النتيجة التي ستحصؿ عميياا



  
278 

 

  

∫
     

     

 

 

   
 

  
                     

  الحل:
, وبالتالي حتى يكوف التابع زوجياً   لنمدد التابع المعطى مف أجؿ القيـ السالبة لػ       

 يكوف تحويؿ اورييو المطموب ىو:

  ( )  √
 

 
∫  ( )        

 

 

 

 √
 

 
∫            

 

 

 √
 

 
 ( )      ( )  ∫            

 

 

 

 نحصؿ عمى: ( ) وبإجراء عممية المكاممة بالتجزئة مرتيف متتاليتيف لػ 
 ( )  

 

     
 

 يكوف تحويؿ اورييو لمتابع المعطى اي ىذه الحالة بالشكؿ:وبالتالي 

  ( )  √
 

 
 

 

     
 

 لنثبت الآف صحة العلاقة الواردة اي نص المثاؿ:
 لدينا حسب تحويؿ اورييو المعاكس:

 ( )  
 

 
∫   ( )        

 

 

 

 أي:
     

 

 
∫

 

     
       

 

 

 

 ومنو يكوف:
∫

     

     
  

 

 

 
 

  
     

 نحصؿ عمى:  بػ   و   بػ   و   بػ   وباستبداؿ 
∫

     

     
  

 

 

 
 

  
                    

 وىو المطموب.
 بتكامل لابلاس.نسمي عادة التكامؿ مف الطرؼ الأيسر مف المساواة السابقة 
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 (                   )( ؿتطابؼات باردقػال 5-4)

 أولاً : متطابقة بارسيفال لسمسمة فورييو
 (                                      ) 

-متقاربة اي المجاؿ  ( ) بفرض أف سمسمة اورييو لمتابع  ذا كانت ,     , وا 
, عندئذٍ  تعطى متطابقة بارسيفاؿ ( ) يو لمتابع أمثاؿ اوري                   

 بالعلاقة: ( ) لمتابع 
 

 
∫ ( ( ))

 
 

  

   
  
 

 
 ∑(  

    
 )

 

   

 

لنبرىف الآف عمى صحة علاقة بارسيفاؿ السابقة. بضرب طراي سمسمة اورييو 
 التالية: ( ) لمتابع 

  ( )  
  

 
 ∑ .     

  

 
       

  

 
 / 

 نجد: ( ) بػ     

( ( ))
 
  ( ) [

  

 
 ∑.     

  

 
       

  

 
 /

 

   

] 

–وبإجراء عممية المكاممة لطراي المساواة السابقة مف   نجد:  إلى   

∫ ( ( ))
 

 

  

   
  

 
∫  ( )  

 

  

  

 ∑,  ∫  ( )
 

  

   
  

 
      ∫  ( )

 

  

   
  

 
   

 

   

 

∫ وبما أف:  ( )  
 

  
          ∫  ( )

 

  
   

  

 
        

∫  ( )
 

  

   
  

 
                        

 تأخذ العلاقة التكاممية السابقة الشكؿ:

∫ ( ( ))
 

 

  

   
  
 

 
   ∑(  

    
 )

 

   

 

 نجد:  بتقسيـ طراي المساواة الأخيرة عمى  أخيراً 
 

 
∫ ( ( ))

 
 

  

   
  
 

 
 ∑(  

    
 )

 

   

 

 المطموبة. ( ) وىي علاقة بارسيفاؿ لمتابع 
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 : متطابقات بارسيفال لتكاملات فورييوثانياً 
 (                                        ) 

عمى  ( ) و  ( ) تحويلات جيب اورييو لمتابعيف  ( )  و  ( )  بفرض 
 :الترتيب عندئذٍ 

∫   ( )   ( )  
 

 

 ∫  ( )  ( )  
 

 

 

عمى  ( ) و  ( ) تحويلات تجيب اورييو لمتابعيف  ( )   ( )  وبالمثؿ, إذا كاف 
 الترتيب, عندئذٍ يكوف:

∫   ( )   ( )  
 

 

 ∫  ( )  ( )  
 

 

 

( ) واي الحالة الخاصة: إذا كاف   ف الشكؿ:, عندىا تأخذ العلاقتاف السابقتا ( )  
∫ (  ( ))

 
  

 

 

 ∫ (  ( ))
 

 

 

   

 و   

∫ (  ( ))
 
  

 

 

 ∫ ( ( ))
 

 

 

   

 بمتطابقات بارسيفال لتكامل فورييو.تسمى العلاقات السابقة 
  (:6) ملاحظة
 عمى الترتيب عندئذٍ  ( ) و  ( ) تحويلات لمتابعيف  ( )  ( ) إذا كاف       
 يتحقؽ:

∫  ( ) ( )  
 

  

 ∫  ( ) ( )  
 

  

 
 عمى الترتيب. ( ) و  ( ) مرااقا التابعيف  ( ) و  ( ) حيث 

 (                   )( ؿبرفـة الاؾتػاف )اؾطي(: 6-4)

عمى الترتيب,  ( ) و  ( ) تحويؿ اورييو لمتابعيف  ( ) و  ( ) بفرض 
 عندىا تتحقؽ المساواة:

∫  ( )  ( )       
 

  

 ∫  ( ) (   )  
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 عندئذٍ  تأخذ العلاقة الأخيرة الشكؿ: , و   لتابعيف     بالرمز  لآلية المؼيرمز عادة 

    ∫  ( ) (   )  
 

  

 

 المساواة الأخيرة تأخذ الشكؿ التالي:
 ,   -   ( )  ( )   ( )  ( ) 

 ف تحويؿ اورييو لمؼ تابعيف يساوي جداء تحويؿ اورييو ليما.أي إ
 (                       ) الالتفافصحة مبرىنة لنبرىف الآف عمى 

 أي لنبرىف عمى صحة المساواة الأخيرة.
 نكتب: ( )  ( ) مف تعريؼ تحويؿ اورييو لمتابعيف 

 ( )  ∫  ( )       
 

  

       ( )  ∫  ( )
 

  

        
 ومف العلاقتيف السابقتيف يكوف لدينا:

 ( )  ( )  ∫ ∫  ( )  ( )    (   )    
 

  

 

  

   ( ) 
    إلى المتحوليف     , وبالانتقاؿ مف المتحوليف       نفرض أف 

 وباستخداـ المحدد اليعقوبي:
     

 (   )

 (   )
     

 ف المحدد اليعقوبي لو الشكؿ:حيث إ

𝜕(   )

𝜕(   )
 

|

|

𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 

|

| 

 بكوف لدينا:
𝜕(   )

𝜕(   )
 |

  
  

|    

)بعد تطبيؽ دستور تغيير اي المتحولات لمتكامؿ  ( )وبالتالي ستأخذ العلاقة 
 الثنائي( الشكؿ التالي:
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 ( )  ( )  ∫ ∫  ( ) (   )         
 

  

 

  

 

 ∫      4∫  ( ) (   )  
 

  

5  
 

  

       

  6∫  ( ) (   )  
 

  

7   (    )       

 ف:حيث إ
     ∫  ( ) (   )  

 

  

 

  (:7) ملاحظة
يمكف برىاف المبرىنة السابقة, والتي يمكف صياغتيا بالشكؿ التالي, إذا كاف: 

 , ( )- -( ) , و  ( )   و  ( ) , اإف تحويؿ اورييو لمؼ التابعيف ( )  
 يعطى بالعلاقة التالية: ( ) 

 ,  ( ) ( )-   ( ) ( ) 
  البرىان:
 مف تعريؼ تحويؿ اورييو لدينا:      

 ,  ( ) ( )-  ∫ 4∫  (   ) ( )  
 

  

5       
 

  

 

     ∫  ( ) 4∫  (   )        
 

  

5  
 

  

 

ومنو       ف أي إ      , ابفرض أف اي المتحوؿ ا ً لنجر تغيير 
 , وبالتالي نجد:     

 ,  ( ) ( )-  ∫  ( ) 4∫  ( )    (   )  
 

  

5  
 

  

 

                      ∫  ( )       
 

  

∫  ( )       
 

  

  ( ) ( ) 
  (:1) نتيجة
 .       , إف بالاستفادة مف المبرىنة السابقة      

  البرىان:
 حسب مبرىنة الالتفاؼ السابقة نكتب:      
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    ∫  ( ) (   )  
 

  

 ∫  (   ) ( )  
 

  

 

         ∫  ( ) (   )  
 

  

     

  (:10) مثال
 اإف:      أثبت صحة ما يمي: بفرض       

(1   (     )    (   )   (   ) 
(2   (   )     (   ) 
 الحل:

(1 
(     )   ∫ ,  (   )    (   )- ( )  

 

  

 

                           ∫  (   ) ( )  
 

  

  ∫  (   ) ( )  
 

  

 
                           (   )   (   ) 

, مف أجؿ        , ولنثبت أف      و        نفرض لمسيولة أف:  2)
 ذلؾ:

    ∫  (   ) ( )  
 

  

 ∫ 4∫  (     ) ( )  
 

  

5 ( )  
 

  

 

 , وبالتالي يكوف:     ايكوف       نفرض أف 
    ∫ ( (   ) (   )  ) ( )  

 

  

 

 ∫  (   )
 

  

4∫  (   ) ( )  
 

  

5   ∫  (   ) ( )  
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 تمرقـات محؾوؾة

 انشر التابع التالي اي تكامؿ اورييو: + *
 ( )  {

              
              

 
  الحل:
 ( مف القسـ النظري.1, راجع المثاؿ )إف شروط مبرىنة اورييو محققة      

 , نحسب أولاً  التكامؿ:نشور ىذا التابع اي تكامؿ اورييولإيجاد م
 (   )  ∫  ( )     (   )   

 

  

 

 ∫        (   )   
 

 

 
 وبالمكاممة بطريقة التجزئة مرتيف متتاليتيف نجد:

 (   )                  (   ) 
 ومنو يكوف:

 (   )  
 

    
(            ) 
 وبالتعويض اي صيغة اورييو التكاممية نجد:

 ( )  
 

 
∫

            

    

 

 

             * + 
 وىو تكامؿ اورييو المطموب.

 أوجد تكامؿ اورييو لمتابع: + *
 ( )  8

               

               
 

∫ثـ استنتج قيمة التكامؿ 
      

     

 

 
  . 

  الحل:
(  ) التابع المعطى اردي لأنو يحقؽ         , وبالتالي نستخدـ العلاقة: ( )   

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )        

 

 

5        
 

 

 

 لنحسب أولاً  التكامؿ الداخمي
  ∫  ( )        

 

 

 ∫            
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 وبالمكاممة بطريقة التجزئة نجد:
  

 

    
      ( )  

 

 
∫

      

     
  

 

 

 

 يكوف لدينا:    ومف أجؿ 
      

 

 
∫

      

     
  

 

 

       ∫
      

     
  

 

 

 
 

 
     

 استنتج مف الخط البياني لمتابع: + *
 ( )  {

         | |   

           | |   
 

 تكامؿ اورييو.ب طبيعتو ثـ مثمو
  الحل:
 إف الخط البياني لمتابع المعطى ىو:      

 
 .-    ,, ايو تابع زوجي عمى المجاؿ متناظر بالنسبة لمحور التراتيبو بما أن

وبالتالي لنحسب أولاً   أيضاً كما أف شروط النشر واؽ تكامؿ اورييو لو محققة 
 التكامؿ الداخمي: 

∫  ( )        
 

 

 ∫          
 

 

 
 

 
      

 يكوف منشوره واؽ تكامؿ اورييو ىو:  ( الواردة اي القسـ النظري4قة )وباستخداـ العلا
 ( )  

 

 
∫

     

 

 

 

        

y

x
LL
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 مثؿ بتكامؿ اورييو التابع التالي: + *

 ( )  {
  

 

 
          ,   -

                 
 

-وذلؾ بتمديده زوجياً  إلى المجاؿ  ∫, ثـ استنتج قيمة  ,    
     

  

 

 
. 

 إف  الحل:
 ( )  

 

 
∫ 4∫  ( )        

 

 

5        
 

 

 

 ف:أي إ

 ( )  
 

 
∫        

 

 

∫ .  
 

 
/        

 

 

 
 لنكامؿ بطريقة التجزئة لنجد:

∫ .  
 

 
/        

 

 

 [.  
 

 
/
     

 
]
 

 

 
 

  
∫        

 

 

 

 [ 
 

   
     ]

 

 

 
       

   
 

     

  
 

 إذاً  تكامؿ اورييو المطموب ىو:

 ( )  
 

 
∫

     

  

 

 

        
 .,   ,مف   وذلؾ ميما تكف 

 اي طراي العلاقة الأخيرة نجد:    بوضع 
 ( )    

 

 
∫

     

  

 

 

   
 ومنو نجد:

∫
     

  

 

 

   
 

 
 

 مثؿ بتكامؿ اورييو التابع التالي: + *

 ( )  

{
 
 

 
 √

 

 
              ,   ,
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-وذلؾ بتمديده بشكؿ اردي إلى المجاؿ      ,. 
 إف: الحل:

 ( )  
 

 
∫ 4∫  ( )        

 

 

5        
 

 

 

 ( )  
 

 
∫       ∫ √

 

 
           

 

 

 

 

 
 أو:

∫            
 

 

 
 

 
∫ ,   (   )      (   )  -  

 

 

 

 
 

    
(       ) 

 إذف:

 ( )  √
 

 
∫

 

    
(       )        

 

 

 

 .+ * ,   ,مف   وذلؾ مف أجؿ جميع قيـ 
( ) أوجد تحويؿ اورييو لمتابع:  + *  

 

√  
   

  

 , وماذا تستنتج.  
  الحل:
 لنستخدـ علاقة التحويؿ التالية:      

 ( )  
 

√  
∫  ( )      

 

  

 

 ( )  
 

  
∫   

  

       
 

  

 
 

  
∫    

  

 
      

 

  

 

 
 

  
∫    

 

 
(    )   

  

 

 

  

   
 

  
   

  

 ∫    
 

 
(    ) 

 

  

   

( ) لنرمز بػ    ∫    
 

 
(    )  

  
 وبالتالي:   

 ( )  ∫    
 

 
(    ) 

 

  

      
   

∫    
 

 
(    ) 

 

  

   
 نجد:       وبإجراء التحويؿ التالي: 

 ( )     
   

∫    
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ف النياية تتقارب بانتظاـ اي أي مجاؿ حيث إ  باشتقاؽ طراي العلاقة بالنسبة لػ 
 مغمؽ محدود )ىذا ما يسمح لنا بعممية الاشتقاؽ ما بعد رمز النياية( لنجد:

 

  
 ( )     

   

 

  
∫    

 

 
  

    

     

   
 لاشتقاؽ لمتكامؿ واؽ حدية العموي والسفمي نحصؿ: وبإجراء ا

 

  
 ( )     

   
.    

 

 
(    ) 

     
 

 
(     ) 

/ 
 وبما أف:

               (          ) 
 وبالانتقاؿ إلى النيايات نجد أف:

 

  
 ( )           ( )        

( ) واي حالة خاصة نجد  مف أجؿ ذلؾ  ( ) ؾ نوجد التكامؿ , لذل( )  
 مرتيف بالشكؿ: ( ) نكتب 

 ( )  ∫    
  

 

 

  

         ( )  ∫   
  

   
 

  

 
 ومنو يكوف:

  ( )  ∫   
  

   
 

  

∫   
  

   
 

  

 ∫ ∫  
 (

     

 
)
    

 

  

 

  

 
 وبالانتقاؿ إلى الإحداثيات القطبية نجد:

  ( )  ∫ 4∫    
  

    
 

 

5  
  

 

 ∫    
  

    
 

 

∫   
  

 

 

   [    
  

 ]
 

 

       ( )  √   

 وبالتالي يكوف:

 ( )  
 

  
   

  

  √   
 

√  
   

  

  

 نلاحظ التطابؽ بيف صيغة التابع المفروض وتحويؿ اورييو لو.
 , ثـ بالتجيب لمتابع التالي:أوجد تحويؿ اورييو بالجيب + *

 ( )                   



  
289 

 

  

  الحل:
 كوف:وبالتالي ي    بما أف       

  ( )  ∫  ( )    
  

 
   

 

 

 ∫      
  

 
   

 

 

 
 وبإجراء عممية التكامؿ بطريقة التجزئة نجد:

  ( )   
  

  
      

 , اإف:   إذا كاف 

  ( )  ∫  ( )    
  

 
   

 

 

 ∫   
 

 

   
  

 
    

   [
       

    
] 

 ايكوف:    أما مف أجؿ 
  ( )    ( )  ∫      

 

 

    
وكؿ حد اييا عبارة عف  ( )  نرمز لسمسمة المجاميع الجزئية لسمسمة اورييو بػ  + *

 , أي:ع عدد منتو مف حدود سمسمة اورييومجمو 

  ( )  
  

 
 ∑.     

  

 
       

  

 
 /

 

   

 

        مثاؿ اورييو و أ         حيث 
 , يتحقؽ:  دد موجب أثبت أنو مف أجؿ أي ع

  
 

 
 ∑(  

    
 )

 

   

 
 

 
∫   ( )

 

  

   

-تابع مستمر جزئياً  اي المجاؿ  ( ) حيث      ,. 
 ليكف: الحل:

  ( )  
  

 
 ∑.     

  

 
       

  

 
 /

 

   

  ( ) 

 , وبما أف( ) مجاميع جزئية مف سمسمة اورييو لمتابع         والتي ىي مف أجؿ 

∫ ( ( )    ( ))
 
  

 

  

     ( ) 
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 امنو نجد:

 ∫  ( )   ( )  
 

  

 ∫   
 ( )  

 

  

 ∫ ( ( ))
 

 

  

      ( ) 
–وبإجراء المكاممة مف  ( )  ( بػ 1نضرب طراي العلاقة ) وبالاستفادة   إلى   

 ( نحصؿ عمى:2مف )

 ∫  ( )  ( )  
 

  

   [
  
 

 
 ∑(  

    
 )

 

   

]   ( ) 

 أو بالشكؿ:

∫   
 

 

  

    [
  
 

 
 ∑(  

    
 )

 

   

] 

 نجد المطموب.  ( وبالتقسيـ عمى 3( اي )4( و )2بتعويض )
  ملاحظة:
 علاقة بيسلتسعى إلى اللانياية اإننا نحصؿ عمى   إذا أخذنا النياية عندما       
 التالية:

  
 

 
 ∑(  

    
 )

 

   

 
 

 
∫   ( )
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 تمرقـات غير محؾوؾة

 
 اورييو لمتابع المعرؼ بالشكؿ:أوجد تكامؿ  (1)

 ( )  {
                  ,    -

              ,    -
 

 أوجد تكامؿ اورييو لمتابع المعرؼ بالشكؿ: (2)

 ( )  {
            | |   

           | |   
 

∫ثـ استنتج منو قيمة التكامؿ 
          

 
  

 

 
. 

 المعرؼ بالشكؿ: ( ) أوجد تحويؿ اورييو لمتابع  (3)

 ( )  {
                  
                    

 

 .   وحيث              
 أوجد تحويؿ اورييو العكسي لمتابع: (4)

 ( )  
 

(    )(    )
              

 (.3استفد مف التمريف السابؽ )
 اي الحالتيف التاليتيف: ( ) أوجد  (5)

a.    , ( )-  
  (  )   

                              

b.   , ( )-  >

   .
  

 
/

  
                            

        
 

 
                                

              

 أثبت صحة العلاقة: حسب صيغة اورييو التكاممية (6)

∫
     

    

 

 

   
 

 
             

 أوجد تحويؿ اورييو لمتابع (7)

 ( )  {
             | |   

                      | |   
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 ثـ احسب التكامؿ: 

∫ (
          

  
)    

 

 
  

 

 

 

 , ثـ استنتج قيمة التكامؿ:              أوجد تحويؿ جيب اورييو لمتابع  (8)
∫

      

    

 

 

   
 مستخدماً  متطابقة بارسيفاؿ احسب كلاً  مف التكاملات التالية: (9)

( )   ∫
  

(    ) 

 

 

         ( )   ∫
    

(    ) 

 

 

 

 .          استخدـ تحويؿ الجيب والتجيب اورييو لمتابع  ارشاد لمحل:
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 باير لابلاس:
 1749مارس  23بيير سيموف لابلاس )

(, رياضي وامكي ارنسي, 1827مارس  5 –
لأعمالو حوؿ تطور الرياضيات الفمكية اضؿ 
يستحؽ الثناء. لخّص ووسع أعماؿ سابقيو اي 
ىذا المجاؿ اي مؤلفو المكوف مف خمسة 
مجمدات )ميكانيكا الأجراـ السماوزية 

Mecanique celeste  بالإنكميزية(Celestial 

mechanics  ,(1799-1825) ىذا العمؿ ,
وّؿ دراسة اليندسة مف الطريقة الجوىري ح

 التقميدية إلى طريقة تعتمد عمى التفاضؿ والتكامؿ, ااتحاً المجاؿ أماـ المزيد مف التحدي. 
 جوى بلتاست جوزيف فورياه

 16 –اي أوسير  1768مارس  21)
اي باريس(, رياضياتي وايزيائي  1830مايو 

ارنسي, كاف ابناً لحائؾ, وتربى وترعرع اي 
لعسكرية اي أوسير حيث تـ المدرسة ا

 18اكتشااو كطفؿ نابغة. اي سف لايجاوز 
سنة بدء العمؿ كأستاذ اي نفس المدرسة 
التي تربى اييا, وبعدىا انتقؿ إلى المدرسة 
البوليتكنيكية المشيورة اي باريس, اي نياية 
القرف الثامف عشر ذىب مع نابميوف بونابرت 
إلى مصر حيث كاف سكرتيراً اي المعيد 

لمصري. بعد عودتو مف مصر عمؿ منذ ا
صار  1815أصبح باروف. اي سنة  1808كوالي لمنطقة الإيزر, واي سنةف  1802سنة 

 .  والياً لمنطقة الروف وعيف سكرتيراً مد  الحياة اي الأكاديمية الفرنسية لمعموـ



  
295 

 

  

A 

 Absolute مطمؽ

 Absolute Convergence تقارب مطمؽ

 Absolute Value مطمقةقيمة 

 Alternating Series سمسمة متناوبة

 Approximate Value قيمة تقريبية

 Application تقريب

 Asymptotic expansion نشر مقارب

 Axioms مبادئ أساسية

B 

 Bessel Function تابع بيسؿ

 Binomial Series سمسمة ذي الحديف

 Bound حد

 Bounded interval مجاؿ محدود

C 

 Cartesion ديكارتي

 Caushy Critertion اختبار كوشي

 Center مركز

 Closed interval مجاؿ مغمؽ

 Coefficients عوامؿ _ أمثاؿ

 Complementary متمـ

 Complex عقدي _ مركب

 Complex Variable متحوؿ عقدي

 Complex Fourier Series سمسمة اورييو العقدية

 Complex Series عقديةسمسمة 
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 Computing methods طرؽ حسابية

 Condition شرط

 Conditional Convergent Of Series التقارب الشرطي لسمسمة

 Continuous مستمر

 Convergence تقارب

 Convolution لتفاؼالطي _ الا

 Convolution theorem نظرية الطي

 Convergent Series سمسمة متقاربة

 Cosine Series سمسمة تجيب

 Curve منحني

D 

 Data معطيات

 Decreasing Series سمسمة متناقصة

 Definite محدد , منتيي 

 Definition تعريؼ

 Definite integral تكامؿ محدد

 Derivative مشتؽ

 Determinant محدد

 Differences اروؽ

 Dirichleh`s theorem نظرية ديرخميو

 Domain منطقة

 Double integral تكامؿ ثنائي

E 

 Element عنصر

 Equation معادلة

 Error Function تابع الخطأ
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 Euler`s Formulas علاقات أولر

 Euler _ Fourier Cofficients ثوابت أولر _ اورييو

 Even زوجي

 Even Function تابع زوجي

 Example مثاؿ

 Expansion نشر

 Exponent أسي

F 

 Factorial عاممي

 Finite Series سمسمة محدودة

 First degree درجة اولى

 Fourier integral تكامؿ اورييو

 Formula صيغة

 Fourier Transform invers تحويؿ اورييو المعاكس

 Fourier Series سمسمة اورييو

 Fraction كسر

 Function تابع

 Function Series سمسمة تابعية

 Fundamental أساسي

G 

 Geometric Series سمسمة ىندسية

 General عاـ

 Greatest Value قيمة أعظمية

H 

 Harmonic توااقي

 Heat equation معادلة الحرارة
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 Homogeneous متجانس

 Hypergeometric اوؽ ىندسي

I 

 Image صورة

 Imaginary تخيمي

 Imaginary Part جزء تخيمي

 Increasing Function متزايدتابع 

 Indefinite غير محدود

 Independent مستقؿ

 Infinite Series سمسمة غير محدودة

 Interval مجاؿ

 Inverse مقموب عكسي

J 

 Jacobian matrix مصفواة عكسية

 Jacobian determinat محدد يعقوبي

L 

 Limite نياية

 Linear خطي

 Linear Operator مؤثر خطي

 Logarithm لوغاريتـ

M 

 Maclaurin Series سمسمة ماكموراف

 Matrix مصفواة

 Method طريقة

 Monotone Function تابع مضطرد
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 Multiplication ضرب

N 

 Natural طبيعي

 Negative سالب

 Neighborhood جوار

 Numeric عددي

 Numerical Series سمسمة عددية

O 

 Odd اردي

 Odd Function تابع اردي

 Open مفتوح

 Open interval مجاؿ مفتوح

 Order مرتبة

 Ordinary عادي

 Orthogonal Functions توابع متعامدة

P 

 Parameter وسيط

 Parseval`s theorem نظرية بارسيفاؿ

 Partial جزئي

 Partial derivative مشتؽ جزئي

 Partial Sum مجموع جزئي

 Periodic Function دوريتابع 

 Point نقطة

 Polynomial كثيرة حدود

 Power Series سمسمة صحيحة )قو (

R 

 Radius نصؼ قطر
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 Radius of Convergence نصؼ قطر التقارب

 Ratio Test اختبار النسبة

 Real حقيقي

 Regular نظامي

 Remainder of Series باقي سمسمة

 Result نتيجة

S 

 Scalar سممي

 Sequence متتالية

 Series سمسمة

 Set of Points مجموعة نقط

 Shift سحب

 Simple بسيط

 Sine integral الجيب التكاممي

 Solution حؿ

 Sulsequence متتالية جزئية

 Symetric متناظر

T 

 Taylor Series سمسمة تايمور

 Term حد

 Test اختبار

 Transfor تحويؿ

U 

 Uniform Convergence منتظـتقارب 

 Unique وحيد
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V 

 Value قيمة

 Variable متحوؿ

 Variable independent متحوؿ مستقؿ

 Vector شعاع

W 

 Wave equation معادلة موجية

 Weiestrass theorem نظرية اايرشتراس

 Weight وزف

Z 

 Zero صفر
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