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 بسم الله الرحمن الرحيم

 preface: المقدمة
تعريف المهندس المعماري بالمبادئ الأساسية التي يعتمد  إلى  الكتاب يهدف هذا
الهندسية المختلفة منطلقين من  الإنشاءاتنشائي في تحليل وحساب عليها المهندس الإ

 نشائيوالإمبدأ التكامل التام والمشترك بين العلوم الهندسية وخاصة في المجالين المعماري 
ن الإحاطة به بهدف توسيع مداركه العلمية والعملية والذي لابد للمهندس المعماري م

نشائية من جهة بهدف الربط بين التصميم والتخطيط والتنفيذ من جهة وبين العلوم الإ
أخرى بهدف إعطاء المهندس المعماري أرضية هندسية يستطيع من خلالها بناء ومحاكاة 

 المفاهيم المعمارية بأسلوب علمي سليم.
في تصميم جميع المنشآت الهندسية  الإنشاءاتبادئ حساب يتم الاعتماد على م

و الخشب، لذلك لابد للمهندس المعماري أالمبنية من الحجر أو البيتون المسلح أو الفولاذ 
من الإحاطة والمعرفة الأولية بهذه المبادئ التي يعتمد عليها أثناء تصميم وتنفيذ هذه 

 المنشآت.
 والمتعددة من خلال الأمثلة العملية الكثيرةلقد تم عرض هذه المادة بشكل مبسط 

التي توضح المفاهيم الأساسية لكل من القوى والجهود التي درسناها في السنوات السابقة 
في مقرري التوازن ومقاومة المواد ومن ثم دراسة الانتقالات والدورانات وحل الجمل غير 

شاع استعمال المنشآت ها، حيث المقررة معتمدين على طرائق القوة والانتقالات في تقرير 
 للبناء، ةرئيسالمسلّح كمادة  البيتون إدخالمقررة في العالم مطلع القرن العشرين مع غير ال

طبيعياا بحيث يعمل كوحدة  continuityفمن شأن هذه المادة أن تعطي المنشأ استمراراا 
ثل هذه فاشتدت الحاجة منذ ذلك الحين لتسهيل حل م ،مقرر غير ويصبحمتكاملة 
انتشرت طريقة استعمال اللحام  6942- 6951 الواقعة بين عامي وفي الفترة المنشآت،

نشآت المعدنية مما أعطى تلك المنشآت استمراراا مفي ال arc weldingبالقوس الكهربائي 
لذلك لابد من عرض كيفية إيجاد القوى والجهود في  أيضاا.مقررة  غيروبالتالي جعلها 
نشائية المكونة للمنشآت بعاد ومقاطع العناصر الإأرة لنتمكن من معرفة الجمل غير المقر 

 .أو معدنية أو خشبية خرسانيةسواء كانت  الهندسية
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فصول،  إلى سبعةمن أجل تبسيط عرض مواضيع هذا الكتاب فقد تم تقسيمه 
للجمل المقررة  الإنشاءاتحيث استعرضنا في الفصل الأول المبادئ الأساسية في تحليل 

غير المقررة والعلاقة بين القوى الداخلية والحمولات الخارجية، إضافة لاستعراض قانون و 
التجميع بشكل موسع نظرا لأهميته الكبيرة في تبسيط وحل معظم المسائل المطروحة في 

بالإضافة لاستعراض بعض الخصائص الأساسية التي تسهل علينا إيجاد  الكتاب،هذا 
 .القوى القاطعة وعزم الانعطاف ورسم مخططاتردود الأفعال 

أما الفصل الثاني فقد تم استعراض بعض الطرائق المستخدمة في حساب 
عن عزم الانعطاف والتي تعتمد على كتابة معادلات ورسم مخططات  التشوهات الناتجة

علاقة عزم عزوم الانعطاف، وهي المعادلة التفاضلية للخط المرن ونظرية الجائز البديل و 
 التي سوف نعتمد عليها في حل الجمل غير المقررة. و  المساحة

 الجمل غير المقررةتحليل في طريقة القوى الوهمية وقد تناولنا في الفصل الثالث 
لتساعدنا في حل الجائز الموثوق والمسنود والجائز الموثوق من الطرفين  البسيطة وهي

 المعقدة.الإنشائية الجمل 
العزوم الثلاثة في تحليل الجوائز المستمرة  واستعرضنا في الفصل الرابع نظرية

 المستخدمة بشكل كبير في حل الجوائز المستخدمة في الأبنية العامة والخاصة.
طارات إالميل والسهم )الدورانات( في تقرير  نظريةأما الفصل الخامس فيتناول 

العقد  الفئة الأولى )وهي الإطارات التي لا تخضع لتأثير انتقال أفقي( مستفيدين من
 .بين الجائز والعمود الصلبة التي تؤمن الاستمرارية

أما الفصلين السادس والسابع فقد تم تخصيصهما لعرض طريقة العمل الافتراضي 
في حساب الانتقالات والدورانات للجمل المقررة إضافة لحساب القوى والجهود في الجمل 

هود التي تتعرض لها المنشأة غير المقررة والتي تأخذ بعين الاعتبار تأثير جميع الج
ساعدنا في حساب الجمل الشبكية المقررة وغير المقررة إضافة لتأثير تغير يمما  الهندسية،

 درجات الحرارة وأخطاء التصنيع. 
الاستفادة من هذه المساهمة  المهندسينبنائنا الطلبة وزملائنا لأوفي النهاية أتمنى 

 والله ولي التوفيق. نشائي،الإالعلمية المتواضعة في مجال التحليل 



11 

 الفصل الأول

 Basic Principles مبادئ أساسية

 preface :مقدمة1-6
نشأ من الناحية الهندسية هو عبارة عن آلية تدعم مجموعة القوى المطبقة مإن ال

وبصورة عامة يكون المنشأ مستقراا إذا كان  ومستقر.متوازن  محدد،عليها في وضع 
وتتكون هذه  incipient movementعاكس أي حركة وشيكة فيه تأمين مقاومة ت بإمكانه

من  أكثرعددها كافٍ أو  reaction componentsالمقاومة بشكل مركباتِ ردودِ فعل 
 equilibrium equationمعادلات التوازن  والتي يمكن ايجادها باستخدامكافٍ 

تنتج عن وجود )المعادلات الشرطية  .condition equationsوالمعادلات الشرطية 
نقاطه يخولنا كتابة  إحدىفي  hingeأوضاع خاصة في المنشأ فمثلاا إن وجود مفصل 

كان عدد المرّكبات المستقلة لردود الفعل مساوياا أو يزيد عن  فإذا إضافية(. توازنمعادلة 
ذا كان عدد المركبات إأما  ،مستقراا التوازن والمعادلات الشرطية كان المنشأ  معادلاتعدد 

ن كان  حتماا. علىن المنشأ غير مستقر إأقل من عدد المعادلات ف أن الشرط السابق وا 
إذ أن استقرار المنشأ لا يعتمد فقط على عدد  كافٍ،نه غير إضرورياا للاستقرار ف

 رقم إن الشكل . geometric arrangementالمركبات بل على ترتيبها الهندسي أيضاا 
عل مستقلة وهي تساوي عدد معادلات التوازن الثلاثة في ثلاثة ردود فب جائزا نييب( 6-6)

  والدوراني:والشاقولي  الأفقيالاتجاه 
(1 − 1)            ∑ 𝐹𝑥 = 0          ∑ 𝐹𝑦 = 0              ∑ 𝑀𝑜 = 0        

قد نظن أن الجائز مستقر ولكن بعد إمعان النظر في امتداد محاور  الأولىفللوهلة 
كون يففي حالة الحمولة العامة  Oتلتقي جميعاا في نقطة واحدة هي  أنهاالفعل نرى ردود 

إن هذا  مستقر.إذاا غير  وفه Oعن معاكسة الحركة الدورانية حول النقطة  االجائز عاجز 
الاستقرار  يسمى بعدمالنوع من عدم الاستقرار الناتج عن الوضعية الهندسية لردود الفعل 

 هندسياا.غير مستقر  أالمنشويكون  geometric instabilityالهندسي 



12 

ماراا  الحمولةعلى أنه في الحالة الخاصة الوحيدة التي يكون فيها محور محصلة 
 unstableكون الجائز في حالة توازن قلقيف .Oينعدم عزم الحمولة حول  Oبالنقطة 

equilibrium اا مستقراا قلقاٌ عوضنه يمكن للمنشآت غير المستقرة هندسياا أن تتخذ إوهكذا ف
 عليها.تحت تأثير حمولة خاصة 

 
 ( عدم الاستقرار الهندسي1-1) رقم الشكل

هو مثال آخر على عدم الاستقرار ( 5-6) رقم في الشكلالمبين إن المنشأ 
جميع مركبات ردود الفعل متوازية وبالتالي فليس بإمكان المنشأ تكون الهندسي حيث 

إلا أنه يتوازن بشكل قلق تحت تأثير القوى  الأفقي. معاكسة أية حركة في الاتجاه
 فقط. شاقوليةال

 
 ( عدم الاستقرار الهندسي2-1رقم ) الشكل

 .في هذا الكتابنستبعد المنشآت غير المستقرة هندسيا من المناقشة سوف 
للاستقرار فيكون الشرط المتبقي  ةسنفترض دوماا أن ترتيب مركبات ردود الفعل مناسب

 المعادلات.قرار المنشأ هو مقارنة عدد مركبات ردود الفعل مع عدد لتحري است
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  Determinate and Indeterminate Structures وغير المقررة:المنشآت المقررة 1-2
القوى الداخلية لأي منشأ بالاعتماد  أومركبات ردود الفعل الخارجية  إيجادتعذّر  إذا

 مقرراا. غيريكون المنشأ  وجدت( )إنطية والمعادلات الشر  طالتوازن فقعلى معادلات 
وتقاس درجة عدم التقرير  تقريرها،مقررة من ناحية درجة عدم لا غير تختلف المنشآت

 الشرطية.لمنشأ ما بعدد المجاهيل التي تزيد عن عدد معادلات التوازن والمعادلات 
كما سنرى خارجي وداخلي  لى نوعين:إ indeterminateعدم التقرير تصنيف  وبالإمكان

 يلي.فيما 
 External Determinateness الخارجي:المنشآت المقررة خارجياً والاستقرار  6-5-6

Structures and Stability 
كان عدد مركبات ردود الفعل الخارجية مساوياا لعدد  إذايكون المنشأ مقرراا خارجياا 

لعدد من المركبات هو وهذا ا وجودها(،حال  )فيمعادلات التوازن والمعادلات الشرطية 
زاد عدد المركبات عن مجموع عدد  إذاأما  مستقراا.اللازم لجعل المنشأ  الأدنىالحد 

 redundantفائضة والمركبات الزائدة نسميها  مقرراا، غيرالمعادلات فإن المنشأ يكون 
النظر للموضوع من زاوية أخرى  وبالإمكان للاستقرار.عدد اللازم الحيث أنها تفيض عن 

المقرر يكون عدد مركبات ردود الفعل الخارجية مساوياا عدد  المنشأ إنه فيفنقول 
لجزء منه وذلك عندما  المنشأ أوالحركات المختلفة المستقلة التي يمكن حدوثها لجسم 

أو والمقصود بالحركة هنا هو انتقال  الحركات،تُحذف مركبات ردود الفعل التي تقابل 
 فيه.داخلية  deformationsتشوهات  إحداثنه بدون المنشأ ككل أو جزء مدوران 

وتحسب مركبات ردود الفعل بكتابة معادلة التوازن المقابلة للحركة التي منع رد الفعل 
نقطة من نقاط المنشأ بشكل يسمح  أيفي  hingeكل مفصل  إضافة إنوكذلك  حدوثها،

مح بحساب مركبات ردود بالدوران النسبي لأجزائه ينتج معادلة شرطية لكل مفصل مما يس
وقد  supportsللمساند  المألوفة الأنواعثلاثة من ( 4-6)رقم يبين الشكل و  أخرى.فعل 

من نوع  هو( 4a-6)رقم فالمسند في الشكل  عادة.الرمزية التي تبُيَّن بها  بأشكالهارُسمت 
مودي على وهو يزود المنشأ بمركبة رد فعل وحيدة في الاتجاه الع rollerالمنزلق المفصل 
المسند  أما السطح.وهو حر تماماا في الانزلاق في الاتجاه الموازي لذلك  الاستناد،سطح 
 وبإمكانه pinأو   hingeالثابت ( فهو من نوع المفصل4b-6) مالشكل رقفي  نالمبي
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مركبتي رد  إلىيمكن تحليله  المنشأ(مستوى  )ضمنتزويد المنشأ برد فعل في أي اتجاه 
التي  members الأعضاءن ا  هذا و  عمودية.وأخرى  أفقيةفمثلاا مركبة فعل مستقلتين 

حول  rotationتركز على مساند من نوع المنزلقة أو المفصل تتمتع بحرية كاملة للدوران 
 بالموثوق( هو المسمى 4c-6) ل رقمفي الشكالمبين  ن المسندإوأخيراا ف الاستناد.نقاط 
fixed  إلى بالإضافة المنشأ(مستوى  )ضمنفي أي اتجاه وهو يزود المنشأ بقوة رد فعل 

من  الأعضاءوهذا العزم يمنع   moment reaction, coupleرد فعل عزمي أو مزدوجة
 لردود الفعل، أفقية وعمودية وعزم .كبات مستقلة حرية الدوران فلهذا المسند إذن ثلاثة مر 

 
 أشكال وأنواع المساند الخارجية (3-1)رقم الشكل 

لردود  لهذا المنشأ خمسة مركبات إن (.3-6) رقم لمنشأ المبين في الشكللندرس ا
  بهمامعادلات التوازن الثلاثة معادلتين شرطيتين يسمح  إلى بالإضافةالفعل وهنالك 

 Cو Dمن المفصلين  أيحذف  إن مستقر.نه أفالمنشأ إذاا مقرر كما  .Cو  Dالمفصلين 
بكلاهما فيصبح المنشأ والحالة هذه  أوطيتين المعادلتين الشر  بإحدىكلاهما يذهب  أو

من  أكثروعندما يكون المنشأ غير مقرر تشترك  الثانية. أو الأولىالدرجة  منغير مقرر 
 الحركات.حركة من  أيةمركبة رد فعل واحدة في منع حدوث 
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ي مركبة من مركبات ردود الفعل الموجودة يجعل المنشأ غير أن حذف إوبالمقابل ف
لا  أخرىوبعبارة  المعادلات،قل من عدد أأن عدد المركبات المتبقية يصبح مستقر إذ 

لنحذف مثلاا  .redundantيوجد في المنشآت المقررة أية من مركبات ردود فعل فائضة 
يمين  إلىيْ المنشأ أفنرى أن جز  Bالمنزلقة التي تزود المنشأ برد فعل عمودي في النقطة 

كما أن  ،Eو Aعلى الدوران حول المساند الجانبية  ويسار المفصلين قد أصبحا قادرين
 الأيمنأو  الأيسريسمح لجزء المنشأ  Eأو  Aلردود الفعل في  الأفقيةحذف المركبة 

 العمودية.بالدوران أو الحركة 

 
 المنشآت المقررة وغير المستقرة (4-1) رقم الشكل

له تسعة  نإ (،2a-6رقم )وكمثال آخر لننظر في المنشأ المبين في الشكل 
نزيل أية ستة  نأولذا يمكننا  السادسة.الدرجة  منمركبات رد فعل مختلفة فهو لا مقرر 

من مركبات ردود الفعل الفائضة بحيث يبقى المنشأ مستقراا ولكن يصبح مقرراا كما في 
 (.2b-6)رقم الشكل 

 
 المنشآت المقررة وغير المقررة (5-1)رقم الشكل 

( ذو مسندين موثوقين فله إذاا ستة مركبات 1a-6)رقم ل إن القوس المبين في الشك
على ثلاث مركبات  )يحتويالدرجة الثالثة  منمختلفة لردود الفعل وهو بالتالي غير مقرر 

من المسندين فيتبقى أربعة  fixed end momentsلنحذف عزمي الوثاقة  فائضة(.
مركبة عمودية ومركبة  وهي (1b-6)رقم في الشكل  هو مبين مركبات لردود الفعل كما
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الآن مفصلاا  أدخلنافإذا  الأولى.الدرجة  منأفقية في كل مسند ويصبح القوس غير مقرر 
hinge رقم القوس كما في الشكل  طة داخلفي أية نق(1-6c )معادلة شرطية  أصبح لدينا

 الصفر،حول المفصل يساوي  سمن جانبي القو  أيجديدة إذ أن عزم القوى المطبقة على 
من معادلات التوازن والمعادلات الشرطية  الأربعةهذا يمكن حساب مركبات ردود الفعل وب
أي مفصل جديد على  إضافةوأخيراا فإن  مستقراا،القوس مقرراا كما أنه لا يزال  أصبحإذ 

القوس الآن تجعل منه منشأ غير مستقر لأن ذلك يجعل مجموع عدد المعادلات خمسة 
 بات ردود الفعل.فهي الآن تزيد عن عدد مرك

 
 المنشآت المقررة وغير المقررة (6-1)رقم الشكل 

 Internal Determinateness الداخلي:المنشآت المقررة داخلياً والاستقرار  1-2-2

Structures and Internal Stability 
عند الكلام عن التقرير الداخلي لمنشأ ما نفترض أن كافة مركبات ردود الفعل 

جميع القوى  إيجادومن ثم نحصر اهتمامنا في موضوع  ما.سبت بطريقة الخارجية قد حُ 
 بالإمكانكان  إذامقرراا داخلياا  يكون المنشأوعليه  المنشأ. أعضاءالجهود الداخلية في  أو

 فقط.باستعمال معادلات التوازن  أعضائهجميع القوى الداخلية لكافة  إيجاد
 Trusses :الشبكيةالمنشآت -أ

 وهي: jointشبكية يوجد معادلتا توازن فقط لكل عقدة في المنشآت ال
∑ 𝐹𝑥 = 0          ∑ 𝐹𝑦 = 0        

تالي وبال كامل hingeمفصل نحيث إن العقدة في هذه المنشآت هي عبارة ع
 فيمكننا إذاا كتابة المعادلة التالية للمنشأ الشبكي: عزوم.ليست لها مقدرة على مقاومة أية 

(1-2)        2j=b+r                 b= 2j-r 
 Jointsالعقد المفصلية = عدد  j حيث:

b  الأعضاء= عدد القضبان أو bars 
r =3  وفي بعض  ،معادلات التوازن في المنشآت الشبكية المستويةعدد والتي تمثل

  .الحالات تصبح اكثر من ثلاثة في حال إضافة المعادلات الشرطية
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التي  simultaneousعدد معادلات التوازن الآنية  عو ثل مجممت (2j)الكمية  إن
لتقييم مركبات ردود الفعل وجهود كافة القضبان البالغ  كاملايمكن كتابتها للمنشأ 

 .(b+r)مجموعها 
شرط ضروري لكي يكون المنشأ الشبكي مستقراا ومقرراا  (2-1)تحقيق المعادلة  إن

في  المبينين لاا من المنشأين الشبكيينك إنفمثلاا  كافٍ.ولكن هذا الشرط غير  داخليا
مستقر ومقرر بينما  (a)المنشأ في الشكل  أنإلا  (2-1)( يحقق المعادلة 7-6) رقم الشكل

لا تستطيع مقاومة قوى  (A) الخليةغير مستقر داخلياا فهو ينهار لأن  (b)في الشكل 
ود في القضيبين الجه إيجادنه غير مقرر داخلياا إذ لا يمكن إوبنفس الوقت ف القص،

 فقط.من معادلات التوازن  (B) الخليةالمتقاطعين في 

 
 تقرير واستقرار الجمل الشبكية  (7-1) رقم الشكل

يتم بالملاحظة  أنإن التحقق من كون المنشأ الشبكي مستقراا ومقرراا داخلياا يمكن 
inspection  بعض  في (2-1) رقم وبالرغم من فائدة استعمال المعادلة الأحوال،في معظم
هذه المعادلة وحدها لا تكفي ويتوجب على المهندس الاعتماد على  أنالحالات إلا 

، وهنا نستطيع القول بأن الجائز الشبكي يكون مستقرا اذا كانت الخلايا الهندسيالمنطق 
 الداخلية التي تكونها عناصر الجائز الشبكي مثلثية، عندها يكون الجائز الشبكي مستقرا،

يعني أن المنشأ غير مستقر داخلياا أو  ،مالمنشأ شبكي  (2-1)تحقيق المعادلة إن عدم 
 .معاا  الأمرينغير مقرر داخلياا أو كلا 
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تكون  يكون الشبكي غير مستقر داخلياا وعندما b<2J-r تكون المتراجحة فعندما
ين ويب .[b-(2J-r)]بين بدرجة تساوي الفرق مقرر غيريكون الشبكي b>2J- r  المتراجحة

لتبيان وضعية الشبكي   (2-1) رقم( أمثلة عديدة استخدمنا فيها المعادلة 3-6) رقم الشكل
 من ناحية الاستقرار والتقرير الداخلي.

b=2j-r 

7=10-3 

 مقرر داخلياا و  مستقر
من مقرر خارجياا  غير

 الأولى لدرجةا
 

b=2j-r 

8=12-4 

 مقرر داخلياا و  مستقر
من مقرر خارجياا غير 

 لثانيةالدرجة ا
    

b=2j-r 

1518-4=14 

 مقرر خارجياو  مستقر
غير مقرر داخلياا من 

 الدرجة الأولى
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b=2j-r 

8=12-4 
 مستقر

 مقرر داخلياا 
 مقرر خارجياا 

 
b=2j-r 

10=14-4 

 مقرر داخلياا و  مستقر
  مقرر خارجياا 

b=2j-r 
11=14-3 

  مقرر داخلياا و  مستقر
من  مقرر خارجياا غير 
  رجة الأولىالد

b=2j-r 
1718-3=15 

 مقرر خارجياا و مستقر 
من مقرر داخلياا غير 

  الدرجة الثانية

 الجمل الشبكية المقررة وغير المقررة (8-1) رقم الشكل
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   Rigid Structures الصلبة:المنشآت  –ب 
تقرير الداخلي بالملاحظة إذ يمكن عدم الالصلبة يسهل تعيين درجة  الإطاراتفي 

 إبقاءحذف كافة القوى الداخلية الفائضة مع نمل عدّة مقاطع داخلية في المنشأ بحيث ع
وحيث أن كل مقطع من هذه المقاطع يتعرض عموماا لثلاث قوى داخلية  مستقراا،المنشأ 

تقرير الداخلي للمنشأ تكون عدم الفإن درجة  وعزم انعطاف(، اطعةققوى و  )قوى محورية
 الإطارلنأخذ  داخلياا.المقاطع اللازمة لجعل المنشأ مقرراا  مساوية لثلاثة أضعاف عدد

( ولنفرض أن مركبات ردود الفعل الخارجية معلومة فنرى 61-6) رقم المبين في الشكل
 من مقرر داخلياا  غيرأننا بحاجة لمقطعين داخليين لجعل المنشأ مقرراا داخلياا فهو إذاا 

تقرير عدم النة بالمعادلة التالية لمعرفة درجة أيضاا الاستعا وبالإمكان السادسة.الدرجة 
 الداخلي:

(1-3)                 D=3n 

 :تعبر الحدود حيث
D التقرير الداخلي م= درجة عد 
n  المحاطة بأعضاء من كافة جهاتها  أي الإطار في ةالمساحات المغلق= عدد

 لا تحتسب(. للأساسات)المساحات المجاورة 
المبين في continuous beam ABCDEالجائز المستمر لنأخذ على سبيل المثال 

مركبات ردود الفعل الخارجية معلومة فنرى أنه في كل  أن( ولنفرض 9-6) رقم الشكل
والقوى المحورية  shearوقوى القص  momentsيمكننا حساب العزوم  مستقلة spanفتحة 
axial وغير داخلياا ا جائز مقرر ال يكونمعادلات التوازن الثلاثة فقط وبالتالي  مباستخدا

 .مقرر خارجيا من الدرجة الثالثة

 
 ( الجمل غير المقررة9-1) مالشكل رق

أن كافة  ( ولنفرض61-6) مالشكل رقالمبين في  لإطارا لنلاحظوكمثال آخر 
 للأعضاءمعلومة فيمكن حساب الجهود الداخلية  A، B، Cفي النقاط  الفعل مركبات ردود

DA، EB، FC في النقاط D، E، F  عضو.باستعمال معادلات التوازن الثلاثة لكل 
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التي  الأعضاءونضع عليها الجهود الداخلية المطبقة من  rigid joint Dلنعزل العقدة 
 Free body مخطط الجسم الحرفنحصل على  DA، DE، DGوهي  فيها.تلتقي 

Diagram  للعقدةD  تحت تأثير ست مركبات قوى مجهولة تابعة للعضوينDG وDE 
فيمكن تقييم ثلاثة من المجاهيل بتطبيق  ،DAمركبات قوى معلومة تابعة للعضو  وثلاث

التي يمكن ايجادها باستخدام طرائق تحليل  المجاهيلثلاثة معادلات التوازن الثلاثة وتبقى 
 . للجمل غير المقررة الإنشاءات

D = 3n = 3x2 = 6 
مقرر خارجيا من الدرجة غير و فهو غير مقرر داخليا من الدرجة السادسة 

لننتقل  للإطار.تساهم بثلاث درجات في عدم التقرير الداخلي  Dأي أن العقدة السادسة، 
ولنأخذها كجسم متوازن حر تحت تأثير ست مركبات قوى مجهولة تابعة لـ  Eالعقدة  إلى

EH، EF  لـمركبات القوى التابعة  أنباعتبار EB، ED  ثة ثلافيمكن تقييم  الآن،معلومة
فتبقى ثلاث  EH لـالمركبات المجهولة بتطبيق معادلات التوازن الثلاثة ولتكن التابعة  نم

 أخرىقد ساهمت بثلاث درجات  Eوهكذا فإن العقدة  EF لـمركبات قوى مجهولة تابعة 
كجسم متوازن حر فنراها تحت  Fنعزل الآن العقدة  .للإطاررير الداخلي قفي عدم الت

 الثلاث،يمكن تقييمها بمعادلات التوازن  FI لـوى مجهولة تابعة تأثير ثلاث مركبات ق
لا تساهم على  Fالعقدة  أنأي  FE، FC لـبجانب ستة مركبات قوى معلومة تابعة 

 للإطار.في عدم التقرير الداخلي  الإطلاق

  
 الجمل غير المقررة (11-1) مالشكل رق
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لا  الإطارفي أعلى  G، H، Iعقد وكذلك يتبين بعد تطبيق نفس المنطق أنّ بقيّة ال
 الإطاروينتج بعد جمع عدد الدرجات أنّ  للإطارتساهم أيضاا في عدم التقرير الداخلي 

 internally indeterminate to the sixthالدرجة السادسة  منمقرر داخلياا  غير

degree  (3-1)وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها باستعمال المعادلة. 
مقرر  غير( فنرى أنه 66-6)رقم في الشكل المبين  الإطارير لنأخذ وكمثال أخ
مقر  غير( مركبة رد فعل خارجية فائضة فهو إذاا 63( كما أنه هنالك )41داخلياا للدرجة )
 (.63خارجياا للدرجة )

 
 الجمل غير المقررة (11-1)رقم الشكل 

 Combined External and Internal مجملًا:المنشآت المقررة  1-2-3

Determinateness 
قد نكون لاحظنا حتى الآن أن الفصل التام بين التقرير الداخلي والخارجي لمنشأ 

 غيرففي الحالة العامة يكون المنشأ  .اعملي اكونه أمر  هو أمر أكاديمي أكثر منما، 
ي لا يمكننا حساب مركبات ردود الفعل الخارجية والقوى الداخلية فو مقرر داخلياا وخارجياا 

لى الآخر وبالتالي يكون من المفيد أن عبدون اعتماد أحدهما  بشكل مستقل، الأعضاء
  الإجمالي:ندرس الآن موضوع التقرير 

 Trusses Structures الشبكية:المنشآت -أ

  يلي:كما    (2-1)في حالة المنشآت الشبكية يمكننا استخدام المعادلة 
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2J=b+r       (1-4) 
الة عدد مركبات ردود الفعل الخارجية الموجودة فعلاا في هذه الح rبحيث تمثل 

  (2-1) المعادلة.كان الحال سابقاا في  اوليس العدد اللازم للاستقرار فقط كم
بالنسبة لموضوع التقرير  ح( تصب3-6)رقم فالمنشآت الشبكية الواردة في الشكل 

 الإجمالي:
 

 a 
B=2J-r 

7≠10-4=6 
 الأولىلدرجة من امقرر  غير

b

b 8≠12-6=6 لدرجة الثانيةمن ا مقرر غير 

c

c 15≠18-4=14 الأولىلدرجة من ا مقرر غير 

 

d 8=12-4=8 مقرر 

e

e 10=14-4=10 مقرر 

f

f 11≠14-4=10 الأولىلدرجة من امقرر  غير 

g

g 17≠18-3=15 لدرجة الثانيةمن امقرر  غير 

  Rigid Structures الصلبة:المنشآت -ب

في حالة المنشآت الصلبة يمكن تعديل  عدمه( )أو الإجماليالتقرير  ةلمعرف
 الأيمنالطرف  إلى (r-c)بأن نضيف درجة عدم التقرير الخارجي  (3-1) المعادلة
 فتصبح:

(1-5)                                D=3n+r-c 
  حيث:

r .عدد مركبات ردود الفعل الخارجية الموجودة = 
c دلات الشرطية.= مجموع عدد معادلات التوازن والمعا 

 D=3n+r-c نكتب:( 6-9)رقم في الشكل  فللجائز المبين
D=0+7-4=3 

 لدرجة الثالثة.من امقررة مجملاا  غيرأي أنها 
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 D=3n+r-c ،D=3×2+9-3=12 نكتب:( 6-66) رقم في الشكلالمبين  وللإطار
 الثانية عشرة. مجملاا للدرجةفهو لا مقرر 
 نكتب:( 6-66) رقم في الشكلالمبين  وللإطار

 D=3n+r-c D=3×12+21-3=54   فهو لا مقرر مجملاا للدرجة الرابعة
 والخمسين.

ب( لتعيين درجة -6-5-6طريقة المقاطع المذكورة في الفقرة ) إتباعكما أنه يمكن 
أن مركبات ردود الفعل  الحالة،في هذه  الاعتبار،بعين  آخذين الإجماليعدم التقرير 

وبالتالي فنحن بحاجة لعمل مقاطع تكفي لجعل المنشأ الخارجية الفائضة غير معلومة 
أربعة  إلى( مثلاا يصبح بحاجة 6-61)رقم في الشكل المبين فالإطار  مجملاا. امقرر 

 عشر.الدرجة الثانية  منمقرر مجملاا  غيرمجملاا فهو إذاا  امقاطع لجعله مقرر 
 Assumptions النشاءات: تحليلفي  المستخدمة الافتراضات 1-3
 .isotropicالخواص  ومتماثلة homogeneousدة المنشأ متجانسة ما.6

تبقى  stressesكما أن جميع الجهود  ،Hookمادة المنشأ مرنة وتخضع لقانون هوك .5
 .elastic limitضمن الحد المرن 

لكافة نقاط المنشأ صغيرة لدرجة يمكن معها إجراء الحل  displacementsالانتقالات .4
 التحميل.قبل  الأصليعلى أساس شكل المنشأ 

الانعطاف. وعزوم الحمولة الخارجية والقوى القاطعة  العلاقات بين1-4
Relationship between External loads, shear Forces and Bending 

moments 
لنوجد المعادلات التي  qمنتظمة شدتها  لدينا جائز يخضع لتأثير حمولات خارجية

ئز واقع بين مقطعين عموديين على محوره ويبعدان تنتج عن توازن جزء من هذا الجا
 ( 65-6كما هو موضح في الشكل رقم ) dxمسافة صغيرة مقدارها 

تمثل  Mتمثل القوة القاطعة و  Tالحمولة المنتظمة على الجائز و  qحيث تمثل 
تمثلان الزيادة في القوة القاطعة وعزم الانعطاف مع ازدياد  dM , dTعزم الانعطاف و 

على طول محور الجائز، باستخدام معادلة التوازن بالاتجاه  dxبمقدار  Xفة المسا
 الشاقولي:



25 

 
 ( العلاقة بين القوى الداخلية والقوى الخارجية المؤثرة على الجائز12-1الشكل رقم)

    (1 − 6)            ∑ 𝐹𝑦 = 0 → 𝑇 − (𝑇 + 𝑑𝑇) − 𝑞𝑑𝑥 = 0 →  𝑞 =
𝑑𝑇

𝑑𝑥
  

  𝑇 = ∫ 𝑞𝑑𝑥       أو 

يمكننا الحصول على القوة القاطعة بمكاملة الحمولة المؤثرة على الجائز )مخطط 
 القوة القاطعة يزيد بمقدار درجة عن مخطط الحمولة المؤثرة(

 نحصل على العلاقة التالية: 'oباستخدام معادلة توازن العزوم حول النقطة 

                 ∑ 𝑀𝑜′ = 0 →  𝑇𝑑𝑥 + 𝑀 − (𝑀 + 𝑑𝑀) −
𝑞𝑑𝑥2

2
= 0 

 بعد إهمال القيم المتناهية في الصغر من الدرجة الثانية نحصل على العلاقة:

     (1 − 7)                    𝑇 =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝑀    أو = ∫ 𝑇𝑑𝑥 

يمكننا الحصول على عزم الانعطاف بمكاملة القوة القاطعة للمجال المدروس من 
 ر درجة عن مخطط القوة القاطعة(.الجائز )مخطط عزم الانعطاف يزيد بمقدا

 :Method uperpositionS أو مبدأ التجميع مبدأ تنضد الآثار 1-5
الحمولات المؤثرة  تجزئةعلى  (التجميعمبدأ ما يُسمى )تنضد الآثار أو يعتمد مبدأ 

ثم يقوم بجمع الآثار  حمولة،الجائز في الحالة المرنة واستنتاج الأثر الناتج عن كل  على
إذا كانت مادة المنشأة  الحمولاتعن مجموع الناتج ة ليحصل على الأثر المحصل الناتج

 .(4-6تحقق الشروط الواردة في الفقرة )
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انعطاف أو انتقال أو دوران  مقاطعة أو عز فعل أو قوة إما أن يكون رد  فالأثر:
وهذا  ةبسيطلذلك يعتمد هذا المبدأ على تبسيط المسألة المعقدة ليحولها إلى عدة مسائل 

 ما سنوضحه من خلال المثال التالي:
ورسم  الأفعالوالمطلوب إيجاد ردود (، 64-6رقم )لدينا الجائز المبين بالشكل 

 في الحالتين التاليتين: مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف

 
 (13-1الشكل رقم )

 بأخذ جميع الحمولات المؤثرة على الجائز .6

 ثار(بأخذ الحمولات مجزأة )تنضد الآ.5

 Reactions :الأفعالإيجاد ردود  1-5-1

 Reactions أولا: إيجاد ردود الأفعال بأخذ جميع الحمولات المؤثرة على الجائز 

 
 .يُمكننا إيجاد ردود أفعاله باستخدام معادلات التوازن مباشرة ا 

𝛴 𝑀𝐴 = 0 ⇒ 8 × 7.5 + 4 × 6 × 3 − 6𝑅𝐵 = 0 →   𝑅𝐵 = 22 𝑇𝑜𝑛 
𝛴𝐹𝑌 = 0 ⇒ 𝑅𝐴 + 𝑅𝐵 − 24 − 8 = 0 → 𝑅𝐴 = 32 − 22 = 10 𝑇𝑜𝑛 

 Reactions ثانيا: إيجاد ردود الأفعال باستخدام مبدأ تنضد الآثار
جائز أول  جائزين؛هذا الجائز إلى  تجزئةيُمكننا  تنضد الآثارباستخدام مبدأ 

 المركزة ةلتأثير الحمولوجائز ثاني يخضع ، فقطيخضع لتأثير الحمولة الموزعة بانتظام 



27 

 ي كلتا الحالتين يجب أن نحافظ على شكل الجائز والمساند. فقط وف

 
RA=RA1+RA2=12-2=10t    

RB=RB1+RB2=12+10=22t 

الناتجة عن  الأفعالردود  (: أنه تتساوى)الأولى والثانيةالحالتين نلاحظ من 
 ضد.التناستخدام معادلات التوازن لكامل الجائز مباشرة أو باستخدام مبدأ 

 الانعطاف.نتابع حل هذه المسألة وذلك برسم مخططات القوى القاطعة وعزم 
 Shear Force diagram القاطعة:رسم مخطط القوى 1-5-2

 أولا: بأخذ تأثير جميع الحمولات المؤثرة على الجائز

 الأفعالمخطط القوى القاطعة يُمكن رسمه مباشرة بالاعتماد على ردود  إن
بع أثر وشدة واتجاه تحيث نبدأ من المسند الأيسر بت لى الجائزع والحمولات المطبقة

المسند الأيسر وانتهاء بآخر نقطة واقعة على يمين  الحمولات المركزة ابتداءا من رد فعل
 .الجائز

 
وبما أن  الأعلىطن( نحو  10شدته ) الأيسر والذي تساويالمسند رد فعل  نبدأ من

 ن مخطط القوى القاطعة يكون عبارةإبانتظام ف يخضع لتأثير حمولة موزعة ABالمجال 
 :تساوي ذو ميل موجب وتكون قيمتها في نهاية المجال الأولىعن مستقيم من الدرجة 

𝑇𝐵 − 𝑇𝐴 = −∫ 𝑞 

𝑇𝐵 = 𝑇𝐴 − 24 

𝑇𝐵 = 10 − 24 = −14𝑡 



28 

وبالتالي تستمر  الأعلى إلى 22ويكون الطول الكلي لقفزة رد الفعل تساوي 
لق غن أنرسم باتجاه النهاية الحرة يجب لا نتابع، طن( 8بمقدار ) الأعلىو بالصعود نح

 .طن( 8مخطط القوى القاطعة بمقدار الحمولة المركزة )
 نقطة انعدام القوة القاطعة. إيجاد 

  التاليتين:نقطة انعدام القوة القاطعة باستخدام إحدى الطريقتين  إيجاد يتم
a)التالية:نكتب العلاقة  أنالقاطعة يمكننا  ي القوةثبالاعتماد على تشابه مثل  

10

𝑥
=  

14

(6 − 𝑥)
  ⇒ 14𝑥 = 60 − 10𝑥 

24𝑥 = 60 ⇒ 𝑥 = 60/24 = 2.5 𝑚 
b)المجال:الاعتماد على معادلة القوة القاطعة لهذا ب  

𝑇 = 10 − 4𝑥    
𝑇 = 0 ⇒ 4𝑥 = 10 ⇒ 𝑥 = 10/4 = 2.5 𝑚  

 ثانيا: رسم مخطط القوة القاطعة بالاعتماد على مبدأ تنضد الآثار:
 خذ حالتي تحميل:نأ

 ABحالة التحميل الأولى: الجائز يخضع لتأثير حمولة موزعة بانتظام في الفتحة 

 

مركزة التي تؤثر في النهاية الحرة الحمولة الحالة التحميل الثانية: الجائز يخضع لتأثير 
C.  

 الخطوة حصلنا عليه منالذي  الإجماليفلو جمعنا المخططين لحصلنا على المخطط 
 قة.الساب

 



29 

 ABفي المجال إن مخطط القوة القاطعة  ،القاطعةالقوة  انعداملنتأكد من نقطة 
مخطط القوة  وان (2-) الناتجة عن الحمولة المركزة هو مخطط ثابت وقيمته تساوي

 .القيمة متغيرالقاطعة الناتجة عن الحمولة الموزعة بانتظام هو مخطط 
لذلك نقوم بالبحث عن  ،ا المجالفي هذ القاطعة نقطة انعدام القوةلنفتش عن 

حيث نجمعها مع المخطط  Τ=+2 القوة القاطعةقيمة فيها  تكونالنقطة التي  إحداثيات
 المحصلة.نعدم هذه فت( 2-) الأول

 القاطعة:القوة  معادلة الأولى نكتبيل حمحالة الت

𝑇 = 12 − 4𝑥 = 2 ⇒ −4𝑥 = −10 ⇒ 𝑥 = 2.5 
 Bending Moment Diagram: رسم مخطط عزم الانعطاف 1-5-3

 .مخطط القوى القاطعةبالاعتماد على مباشرة يمكن رسم مخطط عزم الانعطاف 
 لظفرالنهاية الحرة لالمساند البسيطة الخارجية و  كل من دم قيمة عزم الانعطاف فينعت
تساوي  Bعزم الانعطاف عند المسند  تكون قيمة"، و عزم مزدوجةخضع لتأثير تلم  "ما 

 -   t 12- = 1.5 ×8 لىإ وتساوي العزم الناتج عن الظفر إلى

ذو عبارة عن منحني من الدرجة الثانية و فه ABأما طبيعة المخطط في المجال 
حيث تكون قيمة العزم ) حتى نقطة انعدام القوة القاطعة Aموجب من المسند  ميل

  .Bالمسند  القاطعة حتىانعدام القوة  من نقطةسالب ميل و  أعظميّة(
عبارة من مستقيم من الدرجة  وفه BCالمجال ف في مخطط عزم الانعطا أما

  موجب.ذو ميل  الأولى
يمكن إيجاد قيمة عزم الانعطاف في أي نقطة بالاعتماد على مخطط القوى 

 .القاطعة انطلاقا من العلاقة بين القوى القاطعة وعزم الانعطاف
∆𝑀 = 𝑀2 − 𝑀1 =  ∫ 𝑇𝑑𝑥 
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ن قيمة التكامل تعبر النقطتين، بين هاتين  القوة القاطعةعن مساحة مخطط  وا 
ومكان العزم الأعظمي مع الأخذ بعين الاعتبار أن  Aلنطبق هذه العلاقة بين المسند 

𝑀𝐴قيمة  = 0  

𝑀𝑚𝑎𝑥 − 𝑀𝐴 =
10 × 2.5

2
= 12.5𝑡. 𝑚    ,   𝑀𝑚𝑎𝑥 = 12.5𝑡. 𝑚 

 الانعطاف.معادلة عزم  بالاعتماد علىقيمة العزم العظمى  إيجادكذلك يمكن 

𝑀 = 10𝑥 − 4𝑥
𝑥

2
= 10𝑥 − 2𝑥2 

𝑋 = 2.5 ⇒ 𝑀𝑚𝑎𝑥 = 10 ∗  2.5 − 2 ∗ 2.52 = 12.5 𝑡. 𝑚  
𝑀 نقطة انعدام عزم الانعطافأما  = 0 ⇒ 10𝑥 − 2𝑥2 = 0 ⇒ 𝑋 = 5 

 مخطط عزم الانعطاف بالاعتماد على مبدأ تنضد الآثار. م: رسثانيا
 نأخذ حالتي تحميل:

 ABع لتأثير حمولة موزعة بانتظام في الفتحة حالة التحميل الأولى: الجائز يخض

 
 Cحالة التحميل الثانية: الجائز يخضع لتأثير حمولة مركزة تؤثر في النهاية الحرة 

 
 السابقة:في المرحلة  إيجادهالنبحث عن قيم ومواقع النقاط التي تم 

a.نعندما تكو قيمة العزم الأعظمي  إيجاد:𝑥 = 2.5 

 لحالتي التحميل الأولى والثانية: ABللمجال العزم  معادلاتلنكتب 
 حالة التحميل الأولى:
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𝑀𝐴𝐵1 = 12𝑥 − 2𝑥2 
  𝑋 = 2.5 ⇒ 𝑀 = 30 − 26.25 = 17.5 

 حالة التحميل الثانية:
𝑀𝐴𝐵2 = −2𝑥    ,          𝑋 = 2.5 ⇒ 𝑀 =  −5 

 وبالتالي تكون قيمة العزم الأعظمي تساوي إلى:
𝑀_𝑚𝑎𝑥 = 17.5 − 5 = 12.5   𝑡. 𝑚 

b.ينعدم مجموع العزمين  دم قيمة عزم الانعطاف عندماتنع :عدام العزمنقطة ان إيجاد
 لحالتي التحميل الأولى والثانية 

𝑀𝐴𝐵1 + 𝑀𝐴𝐵2 = 0 ⇒ 12𝑥 − 2𝑥2 − 2𝑥 = 0 ⇒ 

10𝑥 − 2𝑥^2 = 0 ⇒X = 2.5 
c.قيمة العزم في منتصف الفتحة  إيجادAB 

الأولى لحالتي التحميل العزم  معادلتيفي  (X=3إحداثيات المنتصف ) ضو لنع
 والثانية:

𝑀𝐴𝐵2 =  −6      
𝑀𝐴𝐵1 = 12 × 3 − 2 × 3^2 = 36 − 18 = 18     

𝑀 = 18 − 6 = 12 𝑡. 𝑚 
نستنتج أنه يمكننا الاعتماد على طريقة  أنمن خلال هذا المثال العملي يمكننا 

المؤثرة على  تبتجزئة الحمولاوذلك  المعقدة،ظم الحالات عجل حساب مأتنضد الآثار من 
 . ةثقل معروفمساحات ومواقع مراكز ذات  نتكو  ثزاء، بحيأجعدّة  الجائز إلى
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  الفصل الثاني

 في الجمل المقررة التشوهاتحساب 

Calculating of Deflections in determinate Structures  
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 Preface: مقدمة 2-1

ي تتعرض له تال displacement الإزاحةالانتقال أو  عن deflectionالتشوه  يعبر
القوى  مجموعةالتشوه وتتضافر على تكوين  عليه.المنشأ نتيجة تطبيق الحمولات  نقاط

 انعطافحيث أنها تسبب تشوهات  axial forcesالمحورية  والقوى transvers العرضية
 . bending ,shear, torsion, and axial deformationsجهادات محوريةا  وقص وفتل و 

فهو الأساس في  المنشآت.في تحليل وتصميم  وهام جداا  ضروريالتشوه إن حساب قيمة 
 إنمقبولة حتى  حدوداا التشوه حل المنشآت الهامة التي توجب التأكد من عدم تجاوز 

الكثير من قوانين البناء تُحدد للسهم قيمة أعظميّة لا يجب تجاوزها في نقاطٍ معينة من 
لدراسة شكل المنشأ  ضرورياا التشوهات وفي بعض الحالات الخاصة يكون حساب  المنشأ.

حيث  cantilever methodأثناء بنائه كما هي الحال في بناء الجسور بطريقة الظفر 
رين يلتقيان في منتصف المجاز فيتوجب حساب فمن الطرفين بشكل ظ الإنشاءيكون 
الالتقاء. احل البناء وتصحيح شكلهما حتى يتم ر منهما في كل مرحلة من م لكلالتشوه 
 التشوهات يكون حساب   dynamic loadsمتعرضة لحمولات متحركة المنشآت ال وفي

 ضرورياا كمقدمة لحساب الجهود.
تقرير الجمل الإنشائية غير المقررة  فيالتشوهات وكذلك نستفيد من حساب 

بالاستفادة من النقاط ذات الانتقالات المعروفة لتمكن بواسطتها من معرفة ردود الأفعال 
 أو القوى الفائضة.

على الأخرى  إحداهايمكن تفضيل  لاالتشوهات ق عديدة لحساب ائلك طر هنا
نما نستخدم الأنسب والأسهل منها تبعاا للحالة الخاصة التي نريد حساب  ةبصور  عامة وا 
 أساسية:ق في ثلاثة أنواع ائويمكننا تصنيف هذه الطر  .لهاالتشوه 

 Integration of theرن: ق المعتمدة على تكامل المعادلة التفاضلية للخط المائالطر .6

differential equation of elastic curve 

أو  successive integrationنجازه بالطريقة الرياضية البحتة إوهذا التكامل يمكن 
 لجائزوطريقة ا moment-area methodق مساعدة أخرى كطريقة عزم المساحة ائبطر 

 .conjugate beamالبديل 
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إن الطاقة  ،Force Methodsأو طرائق القوة  Energy Methodsق الطاقة ائطر .5
ومن مختلف المنشآت  فيالتشوهات المختزنة في المنشأ تخضع لقوانين تمكننا من حساب 

 .كاستليانو وطرائق أخرى العمل الافتراضي وطريقةهذه الطرائق يمكننا ذكر طريقة 

-williotر موه –كما في طريقة ويليوت  Graphical Methodsق البيانية ائالطر .4

Mohr. 

  Differential Equation of the Elasticللخط المرن ةالمعادلة التفاضلي 2-2
Curve 

 ما يلي: المعادلة التفاضلية للخط المرنيُفترض في اشتقاق 
 Transverse planeالانحناء إن السطوح المستوية للمقاطع العرضانية عبر الجائز قبل.6

section  اءالانحنمستوية بعد  تبقى. 

الحمولات تطبق  أي أن loading planeمتناظرة لمستوى التحميل  الجوائزإن مقاطع .5
 المقطع.ضمن مستوى تناظر 

وقد رُسمت  ،deflected shapeتشوه جائز في وضعه الم a)6-5(رقم يبين الشكل 
مع محور الجائز قبل الانتقال وبحيث أن  Xث ينطبق المحور يبح الإحداثياتمحاور 
ادل القيمة العددية للسهم وقد جرى اختيار اتجاه المحاور بشكل كيفي على عيY إحداثي

 تليه.كافة الحسابات التي  في أن يراعى هذا الاتجاه
 elasticالمرن إن محور الجائز بعد الانتقال يُسمّى بالخط المرن أو المنحنى

curve  ومن طبيعة هذا المنحنى أن يكون مستمرأcontinuous  ُمكن حدوث دوماا إذ لا ي
جاهات المماس تولا على ا مسارهعلى  discontinuity أو انقطاع تغيرات فجائية

tangent. 
فيبين العلاقة بين الميول لنقطتين متقاربتين على الخط  b)6-5(أما الشكل رقم
 المرن والمسافة بينهما.

ه بما أن سطوح المقاطع المستوية قبل الانعطاف تبقى مستوية بعده، فإنه من تشاب
 يمكننا كتابة المساواة التالية: c)6-5(الشكل رقمالمبينة في المثلثات 

(2 − 1)         

𝜀
2

𝑑𝑥

𝑦
=

𝑑𝑥
2
𝜌
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 instantaneous radiusنصف قطر الانحناء الموضعي  حيث يمثل 

curvature  للخط المرن و تمثل الانفعال  strain  في الألياف الواقعة على مسافةy  من
 .Neutral Axisر السليم المحو 

𝜀ومن قانون هوك نكتب =
𝜎

𝐸
 في المقطع stressالإجهاد  حيث تمثل    

  .Modulus of Elasticityتمثل عامل المرونة الطولي  Eالمدروس و 

 
 الخط المرن )1-2(الشكل رقم

2)في المعادلة  𝜀 الانفعالقيمة  وبتعويض −  نحصل على: (1

(2 − 2)           
𝜎

𝑦𝐸
=

1

𝜌
 

بعلاقة الإجهاد (2-2) الوارد في العلاقة  بتعويض قيمة الإجهاد الناظمي 
𝜎الناظمي الناتج عن الانعطاف وهي =

M.y

I
 على النحو التالي: (2-2)تصبح العلاقة  
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(2 − 3)         
𝑀

𝐸𝐼
=

1

𝜌
            

 إن الحد
1

𝜌
يا معدل التغير في ساوي حسابيوهو   curvatureنطلق عليه الانحناء 

 :والذي يمكن التعبير عنه رياضيا بالعلاقة التالية ميل المماس للخط المرن

(2 − 4)          
1

𝜌
=

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

[1 + (
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)2]
3/2

 

𝑑𝑦الصغيرة يكون مربع التفاضل تالانتقالا لةوفي حا

𝑑𝑥
صغيراا لدرجة تسمح لنا   

2) قةالعلامن  بإهماله −  والتي يمكن التعبير عنها بالعلاقة التالية: (4
1

𝜌
=

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 

مع  قصنلاحظ أن ميل المماس للخط المرن يتنا a)6-5(مالشكل رقبالرجوع إلى 
وهذا الانحناء السالب يترافق مع  الجائز(اء فوق نمركز الانحيكون  )عندما Xازدياد قيمة 
فإن إشارة  أخرىوبعبارة  positive momentجائز ال يموجب ف انعطاف وجود عزم
العزوم الموجبة تسبب  أي أنتكون دوماا معاكسة لإشارة العزم  curvature signالانحناء 

ونتيجة لذلك فان العلاقة السابقة تصبح  المبين الإحداثياتانحناءا سالباا بالنسبة لنظام 
 على النحو التالي:

(2 − 5)          
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

𝑀

𝐸𝐼
 

المعادلة التفاضلية للخط المرن حيث يمكن الانطلاق  عن(5-2)  رقم العلاقة تعبر
 بالجائز.منها للوصول إلى كافة المعلومات الأخرى المتعلقة 

ويجب أن نلاحظ هنا أن استخدامنا لقانون هوك في الاشتقاق يفترض أن مادة 
ننا لم ندخل في حسابنا سوى التشوه كما يجب أن نلاحظ أيضاا أ .تماماا الجائز مرنة 

deformation  الناتج عن العزم فقط وقد أهملنا التشوهات الأخرى الناتجة عن القص
shear deformation  تجاهلها.باعتبار أنها صغيرة لدرجة تُمكننا من 

 ( اصطلاح الإشارات لمختلف القيم المتعلقة بالجائز.5-5ويبين الشكل رقم)
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 Relation Between: القوى الداخلية ومعادلة الخط المرنالعلاقة بين 2-2-1

Internal Forces & Elastic Curve  
إذا أجرينا التفاضل بالتوالي على معادلة الخط المرن آخذين بعين الاعتبار 

الواردة في العلاقات التي تربط بين الحمولات الخارجية والقوى القاطعة وعزوم الانعطاف 
 فإننا نحصل على العلاقات التالية:(2-2)  و  (1-2)العلاقتين 

 
 ( اصطلاح الشارات الموجبة للقوى والقوى الداخلية والخط المرن2-2الشكل رقم)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝜃 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

(2 − 6) 
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= −

𝑉

𝐸𝐼
   𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

𝑀

𝐸𝐼
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𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
=

𝑞

𝐸𝐼
 

ذا y=f(x)أنه إذا عرفنا معادلة الخط المرن للجائز  ،بقسمما  نستنتج عرفنا  وا 
 المماس،الحصول على قيم ميل  أمكننا flexural rigidity (EI) لهاالانعطافية  ةالصلاب
والحمولة في أية نقطة من نقاط محور الجائز بإجراء التفاضل  وة القاطعة،والق والعزم،

عرفنا أية معادلة  إذاومن ناحية أخرى  ،successive differentiationعلى التوالي 
تفاضلية من معادلات الجائز أمكننا الحصول على كافة المعلومات المتبقية للجائز إما 

    بالتكامل.بالتفاضل أو 
 Differential Equation Solving :للخط المرن  حل المعادلة التفاضلية2-2-2

عزم معادلة ط المرن بالاعتماد على في إيجاد المعادلة التفاضلية للخالبدء  يتم
جراء التكامل للحصول على معادلة الدوران )الميل( والانتقال )الخط المرن(،  الانعطاف وا 

 boundary conditionsوفي هذه الحالة يستوجب الحل وجود اثنين من الشروط الحدية

 .integration constantsمجال لمعرفة قيمة ثوابت التكامل  لكل
جراء التكامل أربع مرات على التوالي كما يمكن  البدء من معادلة الحمولة وا 

للحصول على معادلات القوى القاطعة وعزم الانعطاف والدوران والانتقال، وفي هذه 
 الحالة يجب الاعتماد على الشروط الحدية لإيجاد ثوابت التكامل.

𝑇 = − ∫ 𝑞. 𝑑𝑥 + 𝑇0       ,     𝑀 = ∫ 𝑇. 𝑑𝑥 + 𝑀0 

𝑦′′ = −
𝑀

𝐸𝐼
 

𝑦′ = − ∫
𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 + 𝑦′

0
      ,      𝑦 = − ∫ 𝑦′. 𝑑𝑥 + 𝑦0 

 
 ( الاصطلاح الموجب في المعادلة التفاضلية للخط المرن3-2الشكل رقم )
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 Examples تطبيقات وأمثلة محلولة: 2-2-3

جائز ظفري  :(1مثال )
ر حمولة مركزة في يخضع لتأثي
وصلابته  Lطوله  Bالنهاية الحرة 
 والمطلوب: EIالانعطافية 

 معادلتي الدوران والانتقال. أوجد-6

  Procedures  Analyzingالإجراءات المتبعة في التحليل:
 لخط المرن نتبع ما يلي:الإيجاد معادلة 

بعدد المجالات الموجودة، حيث تتحدد  نكتب معادلة عزم الانعطاف متقيدين.6
 المجالات بما يلي:

a) في حال وجود تغير مفاجئ في الحمولة 

b) في حال وجود تغير مفاجئ في محور الجائز 

c) في حال وجود تغير مفاجئ في عزم عطالة الجائز 

d) في حال وجود تغير مفاجئ في نوعية المادة التي يتكون منها الجائز 

e) .في حال وجود مفصل 

مل معادلة عزم الانعطاف للمرة الأولى لنحصل على معادلة الدوران مع نكا.5
 .𝑦′0) والذي يعبر عن الدوران في بداية المجال ) 𝐶1  إضافة ثابت التكامل

  𝐶2نكامل معادلة الدوران لنحصل على معادلة الانتقال مع إضافة ثابت التكامل.4
 .𝑦0))والذي يعبر عن الانتقال في بداية المجال 

 نوجد ثوابت التكامل بالاعتماد على شروط النهايات الحدية لكل مجال..3

 الشكل رقميكون الانتقال الموجب دائما نحو الأسفل كما هو موضح في 
الشكل كما هو موضح في  Xالمحور  هيكون الدوران الموجب تابعا لاتجاو  (5-4)

 (4-5رقم)
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باستخدام المعادلة التفاضلية للخط B الحرة حسب قيمة الانتقال والدوران في النهاية ا-5
 المرن.

 معادلتي الدوران والانتقال إيجاد-6

a) الانعطاف عزم ةمعادل نكتب: 
𝑀 = −𝑃𝑋         𝐸𝐼𝑦"= −  M         EIy" = 𝑃𝑋 

𝐸. 𝐼. 𝑦′ =
𝑃𝑋2

2
+  𝐶1 

𝐸. 𝐼. 𝑦 =
𝑃𝑋3

6
+ 𝐶1. 𝑋 + 𝐶2 

 
b) التكامل ثوابت نوجد: 

لحركة في بداية ونهاية النهايات الموافقة للإيجاد ثوابت التكامل نعتمد على شروط 
نتقال ودوران غير تخضع لا فإنهاة حرة بما أن بداية المجال هي نهاي، مجالكل 

قيمتي الدوران والانتقال  فيهأما نهاية المجال فهي مسند موثوق الذي تنعدم  معلومين،
، نعوض y'=0فإن قيمة  X=Lعندما  ،الوثاقةوبذلك نستطع أن نكتب شرطي الحركة في 

 فنحصل على قيمة 'yهذه القيم في معادلة الدوران 

𝐶1 = −
𝑃𝐿2

2
 

فنحصل  y، نعوض هذه القيم في معادلة الانتقال y=0فإن  X=Lوكذلك عندما 
 :2C على قيمة

0 =
𝑃𝐿3

6
−

𝑃𝐿3

2
+ 𝐶2         𝐶2 =

𝑃𝐿3

3
 

نعوض قيم ثوابت التكامل في المعادلة التفاضلية للخط المرن لنحصل على 
 معادلتي الدوران والانتقال
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𝐸. 𝐼. 𝑦′ =
𝑃𝑋2

2
−

𝑃𝐿2

2
 

𝐸. 𝐼. 𝑦 =
𝑃𝑋3

6
−

𝑃𝐿2

2
. 𝑋 +

𝑃𝐿3

3
 

نعوض إحداثيات النهاية الحرة في  Bلحساب الدوران والانتقال في النهاية الحرة 
 نجد أن: X=0معادلتي الدوران والانتقال وهي عندما 

𝑦′
𝐵

= −
𝑃𝐿2

2𝐸. 𝐼
 مع عقارب الساعة

𝑦𝐵 = +
𝑃𝐿3

3𝐸. 𝐼
 نحو الأسفل

من اليسار فإنه تختلف قيم ثوابت التكامل وشكل  Xلو اخترنا اتجاه المحور 
 المعادلة التفاضلية للخط المرن، لكن قيم الدوران والانتقال لا تختلف.

 نكتب معادلة عزم الانعطاف بأسلوبين:
نا إلى قيم نحتاج ه هو أن نأخذ القوى الموجودة يمين المقطع )ولا الأول الأسلوب

ومعادلة عزم الانعطاف في هذه  (L-X)ردود الأفعال( فتكون المسافة بين المقطع والقوة 
  الحالة هي:

M= - P (L-X) 
أو أن نأخذ القوى الموجودة يسار المقطع )ونحتاج هنا إلى قيم ردود الأفعال( 

ف في هذه ( ومعادلة عزم الانعطاXفتكون المسافة بين المقطع وردود الأفعال تساوي )
 الحالة هي:

M=PX-PL 
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حيث نحصل على نفس المعادلة لعزم الانعطاف سواء أخذنا القوى الموجودة يمين 
المقطع أو يساره مع الانتباه للمسافة بين المقطع والقوى، مع الأخذ بعين الاعتبار موقع 

 Xواتجاه المحور 
E.I.y''= - M     ,     E.I.y''=P (L-X)=PL-PX 

𝐸. 𝐼. 𝑦′ = 𝑃. 𝐿. 𝑋 −
𝑃𝑋2

2
+  𝐶1 

𝐸. 𝐼. 𝑦 =
𝑃𝐿𝑋2

2
−

𝑃𝑋3

6
+  𝐶1. 𝑋 + 𝐶2 

 لإيجاد ثوابت التكامل نحدد شروط النهايات وهي 
فنحصل  'y، نعوض هذه القيم في معادلة الدوران y'=0فإن قيمة  X=0عندما 

 𝐶1=0على قيمة 

فنحصل  yفي معادلة الانتقال  ، نعوض هذه القيمy=0فإن  X=0وكذلك عندما 
 𝐶2=0على قيمة 

نعوض قيم ثوابت التكامل في المعادلة التفاضلية للخط المرن لنحصل على 
 معادلتي الدوران والانتقال

𝐸. 𝐼. 𝑦′ = 𝑃. 𝐿. 𝑋 −
𝑃𝑋2

2
 

𝐸. 𝐼. 𝑦 =
𝑃𝐿𝑋2

2
−

𝑃𝑋3

6
 

 .Bحساب الدوران والانتقال في النهاية الحرة -5
نعوض إحداثيات النهاية الحرة في معادلتي  Bحساب الدوران والانتقال في النهاية الحرة ل

 نجد أن: X=Lالدوران والانتقال وهي عندما 

𝑦′
𝐵

=
𝑃𝐿2

2𝐸. 𝐼
𝑦𝐵           مع عقارب الساعة = +

𝑃𝐿3

3𝐸. 𝐼
 نحو الأسفل

 :رسم الخط المرن-4
وران في قيمة الانتقال والدتنعدم  

قيمة أما في النهاية الحرة فإن الوثاقة، 
أي تدور النهاية الحرة )الدوران موجبة 

والانتقال  (،مع عقارب الساعة
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 (.نحو الأسفل)الموجب 
 (:2مثال )

  والمطلوب:  q جائز بسيط يخضع لتأثير حمولة موزعة بانتظام شدتها
المعادلة التفاضلية للخط  باستخدامبطريقة  B , Aقيمة الدوران في المسندين  احسب.6

 . المرن

 .قيمة الدوران والانتقال في المنتصف احسب.5

 
 قيم ردود الأفعال ونكتب معادلات عزم الانعطاف نحسب-6

 
𝑀 =

𝑞𝐿

2
𝑥 −

𝑞𝑥2

2
 

         𝐸. 𝐼. 𝑦′′ = −𝑀             ,       𝐸. 𝐼. 𝑦′′ = −
𝑞𝐿

2
𝑥 +

𝑞𝑥2

2
 

𝐸. 𝐼. 𝑦′ = −
𝑞𝐿

2

𝑥2

2
+

𝑞𝑥3

6
+  𝐶1 

𝐸. 𝐼. 𝑦 = −
𝑞𝐿

2

𝑥3

6
+

𝑞𝑥4

24
+  𝐶1. 𝑋 + 𝐶2 

 إيجاد ثوابت التكامل -5

 وهي:نحدد شروط النهايات  لإيجاد ثوابت التكامل
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فنحصل على  y، نعوض هذه القيم في معادلة الانتقال y=0فإن قيمة  X=0عندما 
 y، نعوض هذه القيم في معادلة الانتقال y=0 ةفإن قيم X=Lلك عندما وكذ، 𝐶2=0قيمة 

 فنحصل على:

0 = −
𝑞𝐿

2

𝐿3

6
+

𝑞𝐿4

24
+  𝐶1. 𝐿 → 𝐶1 =

𝑞𝐿3

24
 

نعوض قيم ثوابت التكامل في المعادلة التفاضلية للخط المرن نحصل على 
 .معادلتي الدوران والانتقال

𝐸. 𝐼. 𝑦′ = −
𝑞𝐿

4
𝑥2 +

𝑞𝑥3

6
+

𝑞𝐿3

24
 

𝐸. 𝐼. 𝑦 = −
𝑞𝐿

12
𝑥3 +

𝑞𝑥4

24
+  

𝑞𝐿3

24
. 𝑋 

  B، A ينالمسندقيمة الدوران في  حساب-6

في معادلة  Aنعوض إحداثيات المسند  B, A ينالمسندلحساب قيمة الدوران في 
 نجد أن: X=0الدوران وهي عندما 

𝐸. 𝐼. 𝑦′
𝐴

=
𝑞𝐿3

24
 مع عقارب الساعة

 نجد أن: X=Lفي معادلة الدوران وهي عندما  Bنعوض إحداثيات المسند و 

𝐸. 𝐼. 𝑦′
𝐵

= −
𝑞𝐿3

24
 عكس عقارب الساعة

 والنتيجة:

متناظرة عكسياً  ،المتناظرةقيمة دوران المقاطع المتناظرة في الجوائز  تكون
 الشارة(.في القيمة ومختلفة في  )متساوية

  المنتصف:قال والدوران في الانتحساب -5

حداثيات المنتصف إقيمة الدوران والانتقال في المنتصف نعوض  لحساب
(X=L/2.في معادلتي الدوران والانتقال ) 

𝐸. 𝐼. 𝑦′
𝑚

= −
𝑞𝐿

4
(

𝐿

2
)

2

+
𝑞

6
(

𝐿

2
)

3

+
𝑞𝐿3

24
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𝐸. 𝐼. 𝑦𝑚 = −
𝑞𝐿

12
(

𝐿

2
)

3

+
𝑞

24
(

𝐿

2
)

4

+  
𝑞𝐿3

24
. (

𝐿

2
) 

𝐸. 𝐼. 𝑦′
𝑚

= 0     ,     𝐸. 𝐼. 𝑦𝑚 =
5 𝑞𝑙₄

384 𝐸𝐼
 

 المتناظرة.ز ئالدوران عند محور التناظر للجوا نعدمي: نتيجة
 (:3مثال )

ض لتأثير حمولة يتعر 2I عطالته  BCينتهي بظفر  Iعطالته  ABجائز بسيط 
شدتها  ABوحمولة موزعة بانتظام في المجال  t.m 8 شدتها(C)مركزة في نهايته الحرة 

.4 t/m' 
 .(C) النهاية الحرة حساب الانتقال والدوران في والمطلوب:

 

عزم الانعطاف  نكتب معادلتي (Cالانتقال والدوران في النقطة ) قيمةلإيجاد الحل: 
 .BCو ABفي المجالين 

 AB :≥01X≤6المجال 

𝑀1 = 10𝑥 − 2𝑥2,      𝐸. 𝐼. 𝑦′′
1

= −10𝑥 + 2𝑥2 

𝐸. 𝐼. 𝑦′
1

= −
10𝑥2

2
+

2𝑥3

3
+  𝐶1 

𝐸. 𝐼. 𝑦1 = −
10𝑥3

6
+

2𝑥4

12
+   𝐶1. 𝑥 + 𝐶2 

 
 BC :≥  02  ≥  X  1.5المجال 
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𝑀2 = −8𝑥 ,    𝐸. 2𝐼. 𝑦′′
2

= 8𝑥 

𝐸. 2𝐼. 𝑦′
2

=
8𝑥2

2
+  𝐶3 

𝐸. 2𝐼. 𝑦2 =
8𝑥3

6
+  𝐶3. 𝑥 + 𝐶4 

، نعوض هذه 01y=فإن قيمة  01X=عندما  :ABثوابت التكامل في المجال  إيجاد
 ةفإن قيم 61X=وكذلك عندما ، 0𝐶2=فنحصل على قيمة  1yالقيم في معادلة الانتقال 

=01y 1، نعوض هذه القيم في معادلة الانتقالy :فنحصل على 

0 = −
10 × 63

6
+

2 × 64

12
+   6𝐶1   ,     𝐶1 = 24 

 :BCإيجاد ثوابت التكامل في المجال 
فنحصل  2y، نعوض هذه القيم في معادلة الانتقال 02y=فإن قيمة  1.52X=عندما 

 على:

   (2 − 7)         0 =
8 × 1.53

6
+ 1.5 𝐶3 + 𝐶4 

هو مقطع  Bمقطع لأن ال ،1y' - =2'yقيمة فإن  X1=6و 1.52X=وكذلك عندما 
 الإشارةأما  والثاني،حيث تتساوى قيمة الدوران من المجال الأول  المجالين،مشترك بين 

للمجالين الأول والثاني. نعوض هذه القيم  Xالسالبة فهي ناتجة عن تعاكس اتجاه المحور 
 على:فنحصل  '1yو '2yفي معادلتي الدوران 

𝐸. 𝐼. 𝑦′
1

= −
10 × 62

2
+

2 × 63

3
+ 24 →       𝑦′

1
= −

12

𝐸𝐼
 

𝐸. 2𝐼. 𝑦′
2

=
8 × 1.52

2
+  𝐶3 → 𝑦′

2
=

9 + 𝐶3

2𝐸𝐼
 

12

𝐸𝐼
=

9 + 𝐶3

2𝐸𝐼
→ 𝐶3 = 15 

2م في العلاقة رق 𝐶3نعوض قيمة  − 𝐶4( فنحصل على قيمة (7 = −27 

 نعوض قيم ثوابت التكامل في علاقات الخط المرن للمجالين

𝐸. 𝐼. 𝑦′
1

= −
10𝑥2

2
+

2𝑥3

3
+  24 
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𝐸. 𝐼. 𝑦1 = −
10𝑥3

6
+

2𝑥4

12
+   24. 𝑥 

 (2 − 8)  𝐸. 2𝐼. 𝑦′
2

=
8𝑥2

2
+  15   ,   𝐸. 2𝐼. 𝑦2 =

8𝑥3

6
+  15. 𝑥 − 27 

 x=0وهو عندما  Cنعوض إحداثي  Cلحساب الانتقال والدوران في النهاية الحرة 
2) لاقتين العفي  −  :لمجال الثانيل(8

𝑦′
𝑐

= + 
15

2𝐸𝐼
=

7.5

𝐸𝐼
 عكس عقارب الساعة

𝑦𝑐 =
−27

2𝐸𝐼
= −

13.5

𝐸𝐼
 الإنتقال نحو الأعلى

  Conjugate Beam Method البديل:الجائز طريقة  2-3
يمكننا تبسيط طريقة حساب الانتقالات والدورانات والاستعاضة عن التكاملات 

يجاد ثوابتها بالاعتماد على طرائق بديلة أقل صعوبة حيث يُمكن إيجاد الرياض ية وا 
من مكننا التي تالتكامل بيانياا بالاعتماد على مخططات عزوم الانعطاف للجوائز 

 .الحصول على قيمة الانتقالات والدورانات
تعتمد هذه الطريقة على جملة محاور إحداثية موجبة يكون فيه اتجاه المحور 

لذلك فالانتقال الموجب نحو  الأسفلنحو  Yنحو اليمين والمحور الشاقولي  Xقي فالأ
باتجاه  Xوالدوران الموجب مع عقارب الساعة وهو اتجاه الدوران من المحور  الأسفل
 .(4-5كما هو مبين في الشكل رقم ) Yالمحور 

  نحصل على الخاصتين بالقوى الداخلية والانتقالات نالتفاضليتيتين دلبمقارنة المعا

𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑇

𝑑𝑥
= −𝑞 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑦′

𝑑𝑥
= −

𝑀

𝐸𝐼
 

)  EI لنفرض أن مخطط العزم مقسوماا على
𝑀

𝐸𝐼
هو حمولة وهمية خارجية (

(
𝑀

𝐸𝐼
)=q*  فإذا كاملنا(

𝑀

𝐸𝐼
 نحصل على معادلة الدوران (

− ∫
𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑋 =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  ,   − ∫ 𝑞∗ . 𝑑𝑥 = 𝑇∗ 

 :بمكاملة هذه العلاقة للمرة الثانية
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     ∫ 𝑇∗𝑑𝑥 = 𝑀∗    ,           ∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 

 
 ( مطابقة العلاقات بين القوى الداخلية والانتقالات4-2الشكل رقم )

ة عبارة عن حمولة وهمي 𝐸𝐼مقسوماا على M مخطط عزم الانعطاف أنفلو فرضنا 
 الوهمية لحمولةبا ىأو ما يسم∗𝐪  خارجية

𝑀

𝐸𝐼
= q∗ 

في الجائز الدوران إيجاد  تكافئالقوة القاطعة الناتجة عن هذه الحمولة الوهمية  بإيجاد
   : الأصلي

𝑇∗𝑐 =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

ذا  الانتقال إيجاد  تكافئعزم الانعطاف الناتج عن هذه الحمولة الوهمية  أوجدناوا 
∗𝑀            :  الأصليلجائز ا يف  = 𝑦 

ميل حالت اتجاهفان الأسفل؛  نحوالموجب يكون  الشاقولي المحور اتجاه أنوبما 
  .مخطط عزم الانعطاف الموجبالناتج عن  الأسفلنحو يضا يكون أالموجب 

 Boundary Conditions: الحدية( )الشروطيجاد شروط النهايات إ 2-3-1

حيث يُمكننا التعبير  ،المساندوط الحدية بالاعتماد على حركة يُمكننا إيجاد الشر 
 التالية:ال شكعن ذلك بالأ

I. النهاية الحرّةFree end: 

 ،'yوقيمة للدوران  ،yهاية الحرة في الجائز الأصلي على قيمة للانتقال نتحتوي ال
لقاطعة وقيمة للقوة ا *Mلى قيمة للعزم عما هو المسند في الجائز البديل الذي يحتوي 

T*،  في الجائز البديل التي تقابل النهاية الحرة  الاستناد عةيطب تكون) هي الوثاقة(، لذلك
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ق في الجائز و وثمسند مالنهاية الحرة في الجائز الأصلي إلى  تتحول أي، الوثاقةهي 
 .البديل

 
II. الوثاقةFixed support:  

 ماهي طبيعة الاستناد .في الوثاقة معدومة الانتقال والدوران تكون قيمة كل من
 ؟القوة القاطعة الوهمية معدومةو ون فيه قيمة كل من عزم الانعطاف لجائز البديل الذي تكل

لذلك تكون طبيعة الاستناد في الجائز البديل التي تقابل المسند الموثوق )النهاية الحرة( 
 الجائز البديل نهاية حرة فيلى إأي أن الوثاقة في الجائز الأصلي تتحول حرّة، هي نهاية 

 
 لذلك يمكننا رسم الجائز البديل للظفر على الشكل التالي:

 
III. والثابت( المنزلق)الخارجي المسند البسيط Pinned and Rolled  External

Supports  

دم فيها تنع، و 'y المساند البسيطة في الجائز الأصلي على قيمة للدوران تحتوي
تناسب مع شروط تناد في الجائز البديل تعة الاسلذلك يجب أن تكون طبي  y,الانتقالات
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القوة قيمة فيه  ولا تنعدمفيه قيمة العزم  نتقالات في الجائز الأصلي، حيث تنعدمالا
 .هي نفسها في الجائز الأصلي في هذه الحالةناد تالقاطعة، لذلك تكون طبيعة الاس

بدون أي  الجائز البديلفي  كما هوأي المسند البسيط الخارجي في الجائز الأصلي يبقى  
 .تغيير

 
IV. الداخليالمسند البسيط Pinned and Rolled Supports Internal  

في الجائز الأصلي  الداخلية تحتوي المساند البسيطة بظفر،بسيط ينتهي  دسنم
ناد في تلذلك يجب أن تكون طبيعة الاس y دم فيها الانتقالاتتنعو  ،'yعلى قيمة للدوران
فيه قيمة  نتقالات في الجائز الأصلي، حيث تنعدمناسب مع شروط الاتتالجائز البديل 

عبارة  في هذه الحالةناد تلذلك تكون طبيعة الاس القاطعة،القوة قيمة فيه  ولا تنعدمالعزم 
الى مفصل  يتحولفي الجائز الأصلي  الداخليالمسند البسيط  أي، مفصل داخلي عن

 .في الجائز البديل داخلي

 

V.خليالدا المفصل HingeInternal : 

 المفصل لالكن الدوران يمين  للدوران، إضافةيعاني هذا المفصل من انتقال 
لذلك يجب أن نبحث عن طبيعة استناد مناسبة للجائز  المفصل؛الدوران يسار  إلىي و يسا

وقيمة معينة للقوة القاطعة لليمين  الانعطاف،البديل بحيث تكون فيه قيمة معينة لعزم 
في الجائز البديل المقابل للمفصل  تكون طبيعة الاستناد، وبذلك ا في اليسارتختلف عنه

 .داخلي مسند هو
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 (.2-5كما هو مبين في الشكل رقم )لذلك يمكننا تنظيم الحالات السابقة 
 للجائز البديـل الهندسية شروطال

 

 الشروط الهندسية للجائز الأصلي
    

   
  

دود
الح

 

 *T القاطعة:القوة 
 *M الانعطاف: عزم

 'y أو الدوران: الميل

 y الانتقال:

  

دية
الح
ط 
رو
الش

 

 
 

  
رار
ستم

 الا
وط
شر
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ض 
بع

كال
أش

 
ررة
لمق
ز ا
جوائ

ال
 

  

   
  

ض 
بع

كال
أش

 
ررة
لمق
ر ا
 غي

وائز
الج

 

 ( بعض الحالات المختلفة للجائز البديل5-2الشكل رقم )

جائزاا  هوالمقررة  جوائزنجد أن الجائز البديل للالسابقة  للأشكالمن ملاحظتنا 
 مستقر.ل غير المقررة فيكون الجائز البديل غير جمأما بالنسبة لل، مقرراا 

التي الهندسية قل لبعض الأشكال ثال ومراكز المساحاتإعطاء بعض  ويُمكننا
  التطبيقية.تصادفنا في معظم الحالات 
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 ( مساحات ومراكز ثقل بعض الأشكال شائعة الاستعمال6-2الشكل رقم )

 

  alyzing ProceduresAn  الجراءات المتبعة في التحليل: 2-3-2

 الانتقال أو الدوران بطريقة الجائز البديل نتبع ما يلي: لإيجاد
 نرسم مخطط عزم الانعطاف الناتج عن القوى الخارجية للجائز الأصلي (6

 نرسم الجائز البديل للجائز الأصلي (5

حمولة وهمية )مرنة( نحمله  EIنعتبر مخطط عزم الانعطاف مقسوما على  (4
ل، فإذا كان مخطط عزم الانعطاف موجبا يكون اتجاه الحمولة على الجائز البدي

 المرنة نحو الأسفل.

في أي نقطة من نقاط الجائز البديل يساوي ميل المماس  *Tإن القوة القاطعة  (3
 )الدوران( في الجائز الحقيقي 

في أي نقطة من نقاط الجائز البديل يساوي الانتقال  *Mإن عزم الانعطاف  (2
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 Examples: أمثلة عملية 2-3-3

 (6مثال )
وصلابته  Lطوله  Bالنهاية الحرة ظفري يخضع لتأثير حمولة مركزة في  جائز
 والمطلوب: EIالانعطافية 

حسب قيمة الانتقال والدوران في  .6
بطريقة الجائز  Bالنهاية الحرة 

 .البديل

 أوجد معادلتي الدوران والانتقال.  .5

a.  تنعدم قيمة عزم الانعطاف في النهاية الحرة لــعدم وجود )نرسم مخطط عزم الانعطاف
 (.لى قيمة عزم الوثاقةإ يمة عزم الانعطاف في الوثاقة تساويمزدوجة عزم فيه وتكون ق

b.  الأصلي.نرسم الجائز البديل للجائز 

c.  مخطط عزم الانعطاف مقسوماا على الصلابة الانعطافية بنحمل الجائز البديلEI 
النهاية  انتقال إنلأن مخطط عزم الانعطاف سالب( نفرض  الأعلىميل نحو ح)اتجاه الت

موجبة  B*Tو *BM اتجاه نفرض الساعة، لذلكوالدوران مع عقارب  الأسفلنحو  الحرة
 أيضاا.

  
 مخطط عزم الانعطاف الجائز البديل

 المرنة نحو الأسفل.

في أي نقطة من نقاط الجائز البديل يساوي ميل المماس  *Tإن القوة القاطعة  (3
 )الدوران( في الجائز الحقيقي 

في أي نقطة من نقاط الجائز البديل يساوي الانتقال  *Mإن عزم الانعطاف  (2
 ي في الجائز الحقيق
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𝛴 𝐹𝑦 = 0    ⇒ 𝑇𝐵∗ − 𝑝𝑙2/2𝐸𝐼 = 0 ⇒ 𝑇𝐵∗ = 𝑝𝑙2/2𝐸𝐼 = 𝑦′𝐵 

 
𝛴 𝑀𝐵∗ = 0 ⇒ 𝑝𝑙2/2𝐸𝐼 ∙ 2𝑙/3 − 𝑀𝐵∗  = 0 

 

𝑀𝐵∗ = 𝑝𝑙3/3𝐸𝐼 = 𝑦𝐵 
معادلة الدوران في الجائز الأصلي يمكننا كتابة معادلة القوى القاطعة في  لكتابة

عن ( X) يبعد بمقدارنأخذ مقطعاا لذلك  ،الدورانالجائز البديل التي تعبر عن معادلة 
ارتفاع المثلث  التي تعبر عن( hقيمة ) إيجادمن تشابه المثلثات يمكننا  ،Bالنهاية الحرة 

h ( على بعدX.) 

 
𝑝. 𝐿

𝐸. 𝐼. ℎ
=

𝐿

𝑥
⇒ ℎ =

𝑝. 𝑥

𝐸. 𝐼
 

𝑇𝑋
∗ = 𝑇𝐵

∗ −
ℎ. 𝑥

2
=

𝑝𝐿2

2𝐸𝐼
−

𝑝𝑥2

2𝐸𝐼
= y′x 

أما لكتابة معادلة ، الأصليهذه العلاقة عن معادلة الدوران في الجائز  وتعبر
  البديل:الانتقال في الجائز الأصلي نكتب معادلة عزم الانعطاف في الجائز 

𝑀𝑋∗ = 𝑀𝐵∗ − 𝑇𝐵∗𝑋 +
ℎ𝑋

2
∙

𝑋

3
 

𝑀𝑋∗ =
𝑝𝐿3

3𝐸𝐼
−

𝑝𝐿2

2𝐸𝐼
𝑋 +

𝑃𝑋

𝐸𝐼

𝑋2

6
= 𝑦𝑥 



57 

 هذه العلاقة عن معادلة الانتقال في الجائز الأصلي وتعبر

  (:5مثال )

كما هو مبين في الشكل  q بسيط يخضع لتأثير حمولة موزعة بانتظام شدتها جائز
  والمطلوب:

 بطريقة الجائز البديل . B , Aقيمة الدوران في المسندين  احسب .6

 .قيمة الدوران والانتقال في المنتصف احسب .5

 الحل: 
a)  نرسم مخطط عزم الانعطافنوجد ردود الأفعال و 

 
 

 قيم ردود الأفعال مخطط عزم الانعطاف

: حول رسم مخطط عزم الانعطاف بشكل مباشر، تنعدم قيمة عزم ملاحظة
ويكون عزم  عزم، مزدوجةفي المساند البسيطة الخارجية ما لم تخضع لتأثير  افالانعط

𝒒𝒍𝟐المنتصف ويساوي الانعطاف أعظمي في 

𝟖
 لأن الجائز متناظر  

b) نرسم الجائز البديل للجائز الأصلي 

c) ل مخطط عزم الانعطاف مقسوماا على حمنEI  ونعتبره حمولة  البديل،على الجائز
  EIمساحة مخطط عزم الانعطاف مقسوماا على  للأسفل(التحميل  اتجاه)وهمية خارجية 

 

𝐹∗ =
2

3
∙

𝑞𝑙2

8𝐸𝐼
∙ 𝑙 =

𝑞𝑙3

12𝐸𝐼
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 متناظرة:بما أن الجائز البديل متناظر فان ردود الأفعال 

𝑅𝐴∗ = 𝑅𝐵∗ =
𝑞𝑙3

24𝐸𝐼
 

  الساعة(عقارب  مع، الجائزدوران رد الفعل حول  )اتجاه Aالدوران في 

𝑅𝐴∗ = 𝑦′
𝐴

=
𝑞𝑙3

24𝐸𝐼
 

 الساعة(عكس عقارب  أي:دوران رد الفعل حول الجائز  )اتجاه Bفي والدوران 

𝑅𝐵∗ = 𝑦′
𝐵

= −
𝑞𝑙3

24𝐸𝐼
 

d)  المنتصف:حساب الانتقال والدوران في 

ة عزم الانعطاف الدوران في منتصف الجائز الأصلي نوجد قيمو  لـحساب الانتقال 
 والقوة القاطعة في منتصف الجائز البديل.

 

 
𝑇∗

𝑚 = 𝑦′
𝑚

=
𝑞𝑙3

24𝐸𝐼
−

𝑞𝑙3

24𝐸𝐼
= 0 
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وبالتالي تكون  المتناظرة،محور التناظر في الجوائز  الدوران عند ينعدم :نتيجة
 أعظمية.قيمة الانتقال 

𝑀∗
𝑚 = 𝑦𝑚 =

𝑞𝑙3

24𝐸𝐼

𝑙

2
−

𝑞𝑙3

24𝐸𝐼
∙

3

8
(

𝑙

2
) 

𝑦𝑚 =
𝑞𝑙4

48𝐸𝐼
−

𝑞𝑙4

128𝐸𝐼
=

5𝑞𝑙4

384𝐸𝐼
 

ض لتأثير يتعر  2Iعطالته  BCينتهي بظفر  Iعطالته  ABجائز بسيط  (:4) مثال
 ABوحمولة موزعة بانتظام في المجال  ton 8 شدتها (C) ةنهايته الحر حمولة مركزة في 

 't/m 4.شدتها 

 
 .(C)حساب الانتقال والدوران في  والمطلوب:

 بطريقتين: (C)قيمة الانتقال والدوران في  إيجاديُمكن 
 التنضد.على طريقة  بالاعتماد الأولى:الطريقة 
جراء عملية  بالاعتماد الثانية:الطريقة  ــمساحة ومركز  دالتكامل لإيجاعلى كامل الجائز وا 

 .AB ءمخطط عزم الانعطاف للجز  ثقل
  الأولى:الطريقة 

 الآثار.استخدام مبدأ تنضد الآثار أو تجميع 

a)  مستقل.رسم مخطط عزم الانعطاف لكل حمولة بشكل 

b) .نرسم الجائز المرافق للجائز الأصلي 

c)  نحمل هذا الجائز بمخطط عزم الانعطاف مقسوماا علىEI. 
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 حساب المساحات ومراكز الثقل:
 المثلث مساحة  *A*Bالمجال -6

−
12

𝐸𝐼
×

6

2
= −

36

𝐸𝐼
 نحو الأعلى

 *Bعن المفصل  2mمركز ثقله بمقدار  ويبعد
   المكافئمساحة القطع 

+
2

3
∙

18

𝐸𝐼
× 6 =

72

𝐸𝐼
 نحو الأسفل

 *Bعن المفصل  3mويبعد مركز ثقله بمقدار 

 *B*Cالمجال -5

 ث:مساحة المثل
−

12

2𝐸𝐼
×

1.5

2
= −

36

𝐸𝐼
 نحو الأعلى

 *A*Bلنفصل الجزء الأيسر  ،*Bعن المفصل  0.5mثقله بمقدار ويبعد مركز 
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𝛴 𝑀𝐵∗ = 0 ⇒ 6 𝑅𝐴∗ +
36

𝐸𝐼
× 2 −

72

𝐸𝐼
× 3 = 0 →  𝑅𝐴∗ =

24

EI
 

Σ𝐹𝑌 = 0 ⇒ 𝑅𝐴∗ − 𝑅𝐵∗ +
36

𝐸𝐼
−

72

𝐸𝐼
= 0 → 𝑅𝐵∗ = −

12

𝐸𝐼
 

ونعتمد على  *B*Cيمنلنفصل الجزء الأ
دود الأفعال معادلات التوازن في إيجاد ر 

 .Cللنهاية الحرة 
 

Σ𝐹𝑌 = 0 ⇒ 𝑅𝐵∗ + 4.5 − 𝑅𝐶∗ = 0

⇒ 𝑅𝐶∗ =
−12

𝐸𝐼
+

4.5

𝐸𝐼
 

𝑅𝐶∗ =
−7.5

EI
= 𝑇𝐶∗ = 𝑦′𝑐 

الدوران والإشارة السالبة تدل على أن  (Cوهي قيمة الدوران في النهاية الحرة )
 الساعة.عكس عقارب 

Σ𝑀𝐶∗ = 0 ⇒
12

𝐸𝐼
× 1.5 −

4.5

𝐸𝐼
× 1 + 𝑀𝐶∗ = 0 

𝑀𝐶∗ =
−18

𝐸𝐼
+

4.5

𝐸𝐼
=

−13.5

𝐸𝐼
= 𝑦𝑐 

الانتقال والإشارة السالبة تدل على أن  (Cوهي قيمة الانتقال في النهاية الحرة )
  الأعلىنحو 

  أن:من المسألة نجد المحسوبة، رسم الخط المرن بالاعتماد على القيم 
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مع عقارب الساعة إضافة أنها معدومة تدور  Aموجب أي أن النقطة  A. الدوران في 6
 الانتقال.

 عقارب الساعة،  عكسسالب  B. الدوران في 5
قل نحو الأعلى لــذلك توتن الساعة،( فإنها تدور عكس عقارب C. أما النهاية الحرة )4

 السابقة.يمكننا رسم الخط المرن بالاعتماد على المعطيات 

 
 الثانية:الطريقة 

جراءلجائز كامل اعلى  بالاعتماد ركز ثقل مساحة و لحساب معملية التكامل  وا 
 الانعطاف. لمخطط عزم Bو Aالمسندين  الجزء المحصور بين

 
حداثي المكتوب بدلالته الإ سوهو نف) ∗𝐴( عن المسندXنأخذ شريحة تبعد بمقدار )

 .كما هو مبين في الشكل التالي (معادلة عزم الانعطاف
6 ≥×≥ 0𝑀 = 10𝑥 − 2𝑥2    

 
∗𝑑𝐹مساحة هذه الشريحة  = 𝑀𝑥 ∙ 𝑑𝑥 
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  :   وبالتالي تكون مساحة الشكل الكلية
𝐹∗

𝐸𝐼
= ∫

  𝑀𝑥 ∙ 𝑑𝑥

𝐸𝐼

6

0

 

 الأسفل(.التحميل نحو  )اتجاهحيث تكون مساحة الشريحة موجبة دائماا 

Σ𝑀𝐵∗ = 0 ⇒ 𝑅𝐴∗ ∙ 6 −  ∫
𝑑𝐹∗

𝐸𝐼

6

0

(6 − 𝑥) = 0 

6𝑅𝐴∗ −
1

𝐸𝐼
∫   𝑀𝑥 ∙ 𝑑𝑥. (6 − 𝑥)

6

0

 = 0 

6𝑅𝐴∗ −
1

𝐸𝐼
∫ (10𝑥 − 2𝑥2)(6 − 𝑥)𝑑𝑥

6

0

  = 0 

6𝑅𝐴∗ =
1

𝐸𝐼
∫ (60𝑥 − 10𝑥² − 12𝑥² + 2𝑥³)𝑑𝑥

6

0

 

6 𝑅𝐴∗ =
1

𝐸𝐼
[60

𝑥²

2
− 22

𝑥³

3
+

2𝑥⁴

4
]

0

6

 

6𝑅𝐴∗ = 30 × 36 − 22
63

3
+ 2

6⁴

4
 

𝑅𝐴∗ =
+ 180 − 264 + 108

𝐸𝐼
=

+24

𝐸𝐼
= 𝑦′𝐴 

Σ 𝐹𝑦 = 0 ⇒ 𝑅𝐴∗ + 𝑅𝐵∗ − ∫
𝑑𝐹∗

𝐸𝐼

6

0

= 0 
24

𝐸𝐼
+ 𝑅𝐵∗ −  ∫

  𝑀𝑥 ∙ 𝑑𝑥

𝐸𝐼

6

0

= 0 

𝑅𝐵∗ =    
1

𝐸𝐼
∫ (10𝑥 − 2𝑥2)𝑑𝑥

6

0

−
24

𝐸𝐼
 

𝑅𝐵∗ =
1

𝐸𝐼
[
10 𝑥2

2
−

2 𝑥3

3
]

0

6

−  
24

𝐸𝐼
 

𝑅𝐵∗ =
1

𝐸𝐼
[180 − 144] −

24

𝐸𝐼
=

12

𝐸𝐼
 

 في المرحلة السابقة. حسابه كما مر معناتم فيالجزء الأيمن  أما
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 :Moment Area Methodعزم المساحة  طريقة 2-4
حساب الانتقال والدوران في الجوائز المقررة أو حساب  ن هذه النظرية:الغاية م

هذه النظرية على جملة المحاور  تعتمدو  ة؛المقرر المجاهيل الفائضة في الجمل غير 
 ، تتألف هذه النظرية من علاقتين.البديلالإحداثية الواردة في الجائز 

 Rotation Equation: )علاقة الدوران النسبي(الأولى : العلاقة 2-4-1

الدوران النسبي بين مقطعين يساوي إلى مساحة مخطط عزم  :الأولى نص العلاقة
مسبوقا بإشارة  EIالمقطعين مقسوما على الصلابة الانعطافية  الانعطاف بين هذين

 سالبة، مع أخذ إشارة المخطط بعين الاعتبار.
 :الاستنتاج النظري لهذه العلاقة

( لنوجد قيمة الدوران والانتقال في 7-5المبين في الشكل ) ABلدينا الجائز  
 (.abx +lبعد بمقدار )ي bي الثانالمقطع ، و Aعن المسند  xبعد بمقدار ي aمقطعين الأول 

نرسم مخطط عزم الانعطاف  ،البديللنوجد قيمة الانتقال والدوران باستخدام نظرية الجائز 
 .(3-5والموضح في الشكل رقم ) ونأخذ الجزء الواقع بين هذين المقطعين الجائز،لهذا 

 
 ( 7-2الشكل رقم )

 الواقعة بين حةاف للمسا( تعبر عن مساحة مخطط عزم الانعطabwبفرض أن )
بتطبيق  ،(Cوأن مركز ثقلها هو)، EIالصلابة الانعطافية مقسومة على bو  aالمقطعين
 الأولى.التوازن  معادلة

𝛴 𝐹𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′
𝑎

− 𝑦′
𝑏

− 𝑤𝑎𝑏 = 0 

                                 (2 − 9)              𝒚′
𝒃

− 𝒚′
𝒂

= −𝒘𝒂𝒃 
 ىصياغتها علعزم المساحة والتي يمكن لالأولى  العلاقةعن  المتراجحة وتعبر هذه

  التالي: النحو
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 (8-2الشكل رقم )

 
 Displacement Equation )علاقة الانتقال النسبي(: الثانية العلاقة 2-4-2

دوران المقطع  الانتقال النسبي بين مقطعين يساوي إلى نص العلاقة الثانية:
ين مطروحاُ منه مساحة مخطط عزم الانعطاف بين عمسافة بين المقطالأيسر مضروباا بال

 .في بعد مركز ثقله عن المقطع الأيمن EIهذين المقطعين مقسوماا على 
 الاستنتاج النظري لهذه العلاقة:

 نجد: (3-5) من الشكل bبأخذ مجموع العزوم حول النقطة  
Σ𝑀𝑏 = 0 ⇒ 𝑦𝑎 + 𝑦′𝑎 ∙ 𝑙𝑎𝑏 − 𝑤𝑎𝑏 ∙ 𝐶𝑏 − 𝑦𝑏 = 0 

 (2 − 10)        𝒚𝒃 − 𝒚𝒂 = 𝒚′
𝒂

∙ 𝒍𝒂𝒃 − 𝒘𝒂𝒃 ∙ 𝑪𝒃 

 

أو انتقال المقطع الأيمن مطروحاا  مقطعينبين  يالانتقال النسب النتيجة:
اا بالمسافة بين دوران المقطع الأيسر مضروب إلىمنه انتقال المقطع الأيسر يساوي 

مطروحاُ منه مساحة مخطط عزم الانعطاف بين هذين المقطعين  نالمقطعي
الأيمن، بعد مركز ثقله عن المقطع مضروبا ب EIالصلابة الانعطافية  مقسوماا على

 الأخذ بعين الاعتبار إشارة مخطط عزم الانعطاف. عم
 

مساحة  إلىمقطعين من الجائز يساوي  النسبي بينالدوران  النتيجة:
 EIالصلابة الانعطافية  مخطط عزم الانعطاف بين هذين المقطعين مقسوماا على

دوران المقطع اليميني مطروحاا منه دوران  بتعبير آخر: أو .مسبوقاا بإشارة سالبة
عطاف بين هذين المقطعين مساحة مخطط عزم الان إلىالمقطع اليساري يساوي 

مع أخذ إشارة مخطط مسبوقاا بإشارة سالبة  EIالصلابة الانعطافية  مقسوماا على
 عزم الانعطاف بعين الاعتبار.
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 Examples: أمثلة عملية محلولة 2-4-4

 Lطوله  Bجائز ظفري يخضع لتأثير حمولة مركزة في النهاية الحرة  (:6مثال )
 والمطلوب: EIلانعطافية وصلابته ا

 .عزم المساحةبطريقة  Bحسب قيمة الانتقال والدوران في النهاية الحرة -6

 معادلتي الدوران والانتقال. أوجد- 5
 Bالدوران في  أولُا: حساب

 ونحسب مساحتهنرسم مخطط عزم الانعطاف  Bلحساب الدوران في 

𝑊𝐴𝐵 = −
𝑝𝑙 ∙ 𝑙

2𝐸𝐼
= −

𝑝𝑙2

2𝐸𝐼
 

 
 خطط عزم الانعطافم

  Procedures Analyzingإجراءات التحليل: 2-4-3

نتبع  علاقة عزم المساحةباستخدام  مقطعلنتقال والدوران لإيجاد الا
  التالية:الخطوات 

ذا كان هذا المخطط معقداا يمكننا  الجائز،نرسم مخطط عزم الانعطاف لكامل  .6 وا 
 الآثار.طريقة تنضد  إلىأن نلجأ 

أولاا من  )نبدأ معاالانتقال أو كليهما  أونبدأ أولاا من مقاطع معروفة الدوران  .5
 د(.المسان

في حال تطبيق العلاقة الأولى أو الثانية يجب أن تحتوي كل علاقة من هاتين  .4
  واحد.العلاقتين على مجهول 

 انقطاعأما في حال وجود  المستمرة،يجب تطبيق هذه المعادلات في المجالات  .3
 المعادلة. في الخط المرن )وجود مفصل أو تغير في مسار محور الجائز( فنجزئ
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  𝑦′
𝐵

− 𝑦′
𝐴

= −𝑊𝐴𝐵  
′𝑦وثاقة فإن Aبما أن 

𝐴
= 0  

𝑦′
𝐵

= − [−
𝑝𝑙₂

2𝐸𝐼
] =

𝑝𝑙₂

2𝐸𝐼
 

 Bحساب الانتقال الشاقولي في  ثانياا:
𝑦𝑏 − 𝑦𝑎 = 𝑦′𝑎 ∙ 𝑙𝑎𝑏 − 𝑤𝑎𝑏 ∙ 𝐶𝑏 

𝑦𝑎ق فإن:    هو مسند موثو   Aبما أن المسند  = 𝑦′𝑎 = 0 

𝑦𝑏 = − [−
𝑝𝑙₂

2𝐸𝐼

2𝑙

3
] =

𝑝𝑙₃

3 𝐸𝐼
 

قيمة الانتقال تنعدم  :رسم الخط المرن
أما في النهاية الحرة والدوران في الوثاقة، 

أي تدور النهاية )قيمة الدوران موجبة فإن 
والانتقال  (،الحرة مع عقارب الساعة

 (.نحو الأسفل)الموجب 
 (:5مثال )

 كما هو مبين في الشكلq  جائز بسيط يخضع لتأثير حمولة موزعة بانتظام شدتها

 
  والمطلوب:

 . عزم المساحةبطريقة  B , Aقيمة الدوران في المسندين  احسب (6

 .قيمة الدوران والانتقال في المنتصف احسب (5

 نرسم مخطط عزم الانعطاف

 



68 

a)  حساب الدوران في المساندB ,A 
لأنها تحتوي على B ،Aالمسندين الدوران مباشرة بين  معادلةتطبيق  لا يمكننا

 مجهولين.
𝑦′

𝐵
− 𝑦′

𝐴
= −𝑊𝐴𝐵 

 عزم المساحة لالعلاقة الثانية  المساند معلومة فنطبق قيمة الانتقال في وبما أن

𝑦𝑏 − 𝑦𝑎 = 𝑦′𝑎 ∙ 𝑙𝑎𝑏 − 𝑤𝑎𝑏 ∙ 𝐶𝑏 

 ني من انتقال شاقولي فإنبما أن المساند لا تعا

𝑦𝑏 = 𝑦𝑎 = 0 

 وتصبح المعادلة
𝑦′

𝑎
∙ 𝑙𝑎𝑏 = 𝑤𝑎𝑏 ∙ 𝐶𝑏 

 حيث:

𝑤𝑎𝑏 =
2

3

𝑞𝑙₂

8

. 𝑙

𝐸𝐼
=

𝑞𝑙3

12 𝐸𝐼
     ,    𝐶𝑏 =  

𝑙

2
 

𝑦′
𝑎

=
𝑞𝑙3

12 𝐸𝐼

𝑙

2
⇒ 𝑦′

𝑎
=

𝑞𝑙3

24 𝐸𝐼
 

′𝑦يجاد قيمة الدوران إبعد 
𝑎

عزم ل الأولىالعلاقة يمكننا استخدام  Aفي المسند   
 :Bالمساحة لإيجاد الدوران في

𝑦′
𝐵

− 𝑦′
𝐴

= −𝑊𝐴𝐵 

𝑦′
𝐵

= 𝑦′
𝐴

−𝑊𝐴𝐵 =
𝑞𝑙3

24 𝐸𝐼
 −

𝑞𝑙3

12 𝐸𝐼
 = −

𝑞𝑙3

24 𝐸𝐼
 

 والنتيجة:

 )متساويةالمقاطع المتناظرة في الجوائز المتناظرة تكون متناظرة عكسياا  قيمة دوران
 الإشارة(.في القيمة ومختلفة في 

b)  المنتصف:حساب الانتقال والدوران في  

′𝑦بما أن قيمة 
𝐵

′𝑦  و  
𝐴

 في والآخر Bأو  A يأحدهما فنأخذ مقطعين  ،نامعلومت
 mمنتصف الجائز 

 Aالمقطعين  عزم المساحة بينلولى العلاقة الألنكتب 
 m و
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𝑦′
𝑚

− 𝑦′
𝐴

= −𝑊𝐴𝑚 
𝑊𝐴𝑚 =

2

3

𝑞𝑙₂

8

𝑙

2 𝐸𝐼
 =

𝑞𝑙³

24 𝐸𝐼
 

 

𝐶𝑚 =
 3(𝑙/2)

8
=

3 𝑙

16
 

𝑦′
𝑚

= 𝑦′
𝐴

−𝑊𝐴𝑚 =
𝑞𝑙³

24 𝐸𝐼
−

𝑞𝑙³

24 𝐸𝐼
= 0 

 المتناظرة.ز ئعند محور التناظر للجواتنعدم قيمة الدوران  النتيجة:
 المساحة:عزم لالعلاقة الثانية  ما من أجل حساب الانتقال في المنتصف فنطبقأ

𝑦𝑚 − 𝑦𝑎 = 𝑦′𝑎 ∙ 𝑙𝑎𝑚 − 𝑤𝑎𝑚 ∙ 𝐶𝑚 

𝑦𝑎 = 0 ⇒ 𝑦𝑑 =
𝑞𝑙³

24 𝐸𝐼

𝑙

2
 −

𝑞𝑙₃

24𝐸𝐼

3𝑙

16
=

𝑞𝑙 ₄

48 𝐸𝐼
−

3 𝑞𝑙₄

384 𝐸𝐼
=

5 𝑞𝑙₄

384 𝐸𝐼
 
 (:4)مثال 

ض لتأثير حمولة يتعر  2Iعطالته  BCينتهي بظفر  Iعطالته  ABجائز بسيط 
شدتها  ABوحمولة موزعة بانتظام في المجال  t.m 8 شدتها (C)مركزة في نهايته الحرة 

.4 t/m' 
 .(C) النهاية الحرة فيحساب الانتقال والدوران  والمطلوب:

 
نرسم مخطط عزم الانعطاف ونقسمه  (Cيجاد نقطة الانتقال والدوران في النقطة )لإ

  الآثار.بالاعتماد على مبدأ تنضد  EIعلى 
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 ومواقع مراكز الثقل: المساحاتحساب 

𝑊𝐴𝐵₁ = − 
36

𝐸𝐼
     ,       𝐶₁𝐵 = 2              𝐶₁𝑐 = 3.5 

𝑊𝐴𝐵2 = + 
72

𝐸𝐼
      ,         𝐶2𝐵 = 3             𝐶2𝑐 = 4.5 

𝑊𝐵𝐶 = −  
4.5

𝐸𝐼
 𝐶𝑐 = 1 

 
الأولى  العلاقةونطبق  ،Bو Cقطعاا عند نأخذ م( Cلإيجاد قيمة دوران المقطع )

 :عزم المساحةل
𝑦′

𝐶
− 𝑦′

𝐵
= −𝑊𝐵𝐶 
′𝑦 هما:تحتوي هذه العلاقة على مجهولين 

𝐵
′𝑦 و 

𝐶
 

 :عزم المساحةل العلاقة الثانية باستخدام

𝑦𝑐 − 𝑦𝐵 = 𝑦′𝐵 ∙ 𝑙𝐵𝐶 − 𝑤𝐵𝐶 ∙ 𝐶𝐶 

 𝑦′𝐵و 𝑦𝑐  هما:تحتوي هذه العلاقة على مجهولين أيضاا 

 'byو  'cy  و cyهم: ثلاثة مجاهيل  ىتحتويان علن ان العلاقتاوبذلك أصبحت هات

 𝑦𝑎=𝑦𝑏=0:  معدوم أيانتقالهما لأن  Bو  Aمن المسندين  نبدألذلك يجب أن 

 Bو   Aالثانية: بين المقطعين العلاقةلذلك نطبق 
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 = 𝑦′𝐴 ∙ 𝑙𝐴𝐵 − 𝑤𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐵 

2B+ C AB2+ W 1B× C AB1= W B.CABW 
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0 − 0 = 𝑦′𝐴 ∙ 6 − [−
36

𝐸𝐼
× 2 +

72

𝐸𝐼
× 3] 

𝑦′𝐴 =  
−12 + 36

𝐸𝐼
=

24

𝐸𝐼
 

 Aو  Cالمقطعين الأولى بين العلاقةيمكننا تطبيق  𝑦′𝐴 قيمة الدوران بعد إيجاد
 : Cالمقطع مباشرة لإيجاد قيمة الدوران في 

𝑦′
𝐶

− 𝑦′
𝐴

= −𝑊𝐴𝐶 
𝑦′

𝐶
= 𝑦′

𝐴
−  [𝑤𝐴𝐵1 + 𝑤𝐴𝐵2 + 𝑤𝐵𝐶] 

𝑦′
𝐶

=
24

𝐸𝐼
− [

−36 + 72 − 4.5

𝐸𝐼
] =  

−7.5

𝐸𝐼
 

 : Cالمقطعحساب الانتقال الشاقولي في 
𝑦𝐶 − 𝑦𝐴 = 𝑦′

𝐴
∙ 𝑙𝐴𝐶 − 𝑤𝐴𝐶 ∙ 𝐶𝐶 

𝑦𝐶= 𝑦′𝐴 ∙ 𝑙𝐴𝐶– [𝑤𝐴𝐵1 × 𝐶𝐶 + 𝑤𝐴𝐵2 × 𝐶𝐶 + 𝑤𝐵𝐶 × 𝐶𝐶] 

𝑦𝐶 =  
24

𝐸𝐼
(6 + 1.5) −  [ 

−36

𝐸𝐼
 × 3.5 + 

72

𝐸𝐼
 × 4.5 −

4.5

𝐸𝐼
 × 1 ] 

𝑌𝑐 =  
180

𝐸𝐼
 −   [ − 

126

𝐸𝐼
+  

324

𝐸𝐼
−  

4.5

𝐸𝐼
] =  

−13.5

𝐸𝐼
 

بإجراء  Bو Aيمكن إيجاد مساحة وموقع مركز ثقل المخطط بين المقطعين 
 التكامل لمعادلة عزم الانعطاف لهذا المجال.

 
 

 
∗𝑑𝐹مساحة هذه الشريحة   = 𝑀𝑥 ∙ 𝑑𝑥 

 :   مساحة الشكل الكلية وبالتالي تكون
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𝑀 = 10𝑥 − 2𝑥2    
𝐹∗

𝐸𝐼
= ∫

𝑑𝐹∗

𝐸𝐼

6

0

  = ∫
  𝑀𝑥 ∙ 𝑑𝑥

𝐸𝐼

6

0

 

𝐹∗ =  ∫ (10𝑥 − 2𝑥2)𝑑𝑥
6

0

 

 
𝐹∗ = [10

𝑥²

2
− 2

𝑥³

3
]

0

6

= 180 − 144 = 36 

𝐶𝐴 = ∫
𝑑𝐹∗

𝑑𝐹∗

6

0

(𝑥) = ∫
(10𝑥 − 2𝑥2)(𝑥)𝑑𝑥

(10𝑥 − 2𝑥2)𝑑𝑥

6

0

 

𝐶𝐴 = ∫
(10𝑥2 − 2𝑥3)𝑑𝑥

(10𝑥 − 2𝑥2)𝑑𝑥

6

0

=

[10
𝑥3

3 − 2
𝑥4

4 ]
0

6

36
=

720 − 648

36
= 2 

يمكننا التأكد من أن المساحة الناتجة عن التكامل تساوي إلى مجموع مساحة 
في  ABالآثار في المجال  المثلث والقطع المكافئ الناتجتين عن استخدام مبدأ تنضد

 الطريقة السابقة:
𝐹∗ = مساحةالقطع المكافئ  − مساحة المثلث = 72 − 36 = 36 

 وكذلك موقع مركز الثقل والذي يساوي:

 
𝐶𝐴 ==

72 × 3 − 36 × 4

36
=

216 − 144

36
= 2 



73 

 الفصل الثالث
 الجمل غير المقررةتحليل القوى الوهمية في  ريقةط

Indeterminate Structures - Virtual Force Method  
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 Preface: مقدمة3-1

يجادها إلا يمكن )مجاهيل( تحتوي الجمل غير المقررة على ردود أفعال فائضة 
لذلك سوف نعتمد على نظرية القوى الوهمية )الجائز  ،التوازنبالاعتماد على معادلات 

 إيجاد المجاهيل الفائضة.في بالاستفادة من قيم الانتقالات والدورانات لنقاط معينة البديل( 
 Fixed End Beamالجائز الموثوق والمسنود  :3-2

 فقط.لات خارجية و تعرض لتأثير حميموثوق ومسنود  جائز 3-2-1

 
 ( الجائز الموثوق والمسنود1-3الشكل )

هذا الجائز غير مقرر من الدرجة الأولى لذلك نقرر هذا الجائز بحذف الممانعة 
الوثاقة  نستبدلسوف  لذلك نها برد فعلهامتعويض بدلاا و  رانية(،)الممانعة الدو  الفائضة

 ( 5-4كما هو مبين في الشكل رقم ) )شد ألياف سفلية( MAبمسند ثابت وعزم موجب 

      
 ( 2-3الشكل رقم )

 ( باستخدامMAنعتمد على نظرية الجائز البديل في إيجاد عزم الوثاقة الفائض )
 الذي يتم تقسيمه إلى جائزين. ذا الجائزفي تحليل هالآثار ضد تنمبدأ 

 كما هو مبين في Aتؤثر في المسند  MAعزم  مزدوجةيتعرض لتأثير  أول:جائز 
 .(4-4الشكل رقم ) 

 كما هو مبين في لتأثير الحمولات الخارجية فقط يتعرض ثاني:وجائز 
 .(3-4)رقم الشكل  
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 .(2-4م )هو مبين في الشكل رق نرسم مخطط عزم الانعطاف لكل جائز

     
 ( 3-3الشكل رقم )

 
 ( 4-3الشكل رقم )

 
 (5-3الشكل رقم )

مخطط عزم الانعطاف مقسوماا على بنرسم الجائز البديل للجائز الأصلي ونحمله و 
EI ( 1-4والموضح في الشكل رقم). 

𝛴𝑀𝐵∗ =  0 ⇒  
𝑀𝐴 𝑙

2𝐸𝐼

2𝑙

3
+  

𝐹∗

𝐸𝐼
×  𝑏 = 0 

 أن:نجد  Lوبالتقسيم على EIبحذف 
𝑀𝐴 𝑙

3
 =  − 

𝐹∗  ∙ 𝑏

𝑙
 

𝐹∗∙𝑏  الحدلكن 

𝑙
لجائز بسيط محمل بمخطط عزم  ∗𝑅𝐴عن رد الفعل  يعبر  

 .(7-4والموضح في الشكل رقم ) لحمولات الخارجية فقطالناتج عن االانعطاف 
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 (6-3الشكل رقم )

 

 
 (7-3الشكل رقم )

 الشكل:قة على يمكننا كتابة العلاقة الساب لذلك

     (3 − 1)        𝑀𝐴 =  
−3

𝑙
𝑅𝐴∗ 

أصبح هذا الجائز مقرراا حيث يمكننا إيجاد  MAأن أوجدنا قيمة عزم الوثاقة  بعد
  الداخلية.مخططات القوى  التوازن ورسمردود أفعاله باستخدام معادلات 

 

  Procedures Analyzing:إجراءات التحليل

الخارجية لإيجاد عزم الوثاقة لجائز موثوق ومسنود يتعرض لتأثير الحمولات 
   :ينتبع ما يل قطف
 فقط.بالحمولات الخارجية  محملا ابسيط انرسم جائز  .1

نرسم مخطط عزم الانعطاف لهذا الجائز البسيط المعرض لتأثير الحمولات  .7
 فقط.الخارجية 

  لانعطاف الناتج عن الحمولات الخارجية فقط معقداا إذا كان مخطط عزم ا
 التكامل.يمكننا الاعتماد على مبدأ تنضد الآثار أو إجراء عملية 
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 Examples عملية:أمثلة 

تؤثر في المسند  Zجة عزم و دز وثوق ومسنود يتعرض لتأثير مائز مج (:6) مثال
B.  :المطلوب  
  ،Aحساب عزم الوثاقة في  .6

 رسم مخطط القوى القاطعة وعزم الانعطاف. .5

 
  الحل:

  فقط.ونحمله بالحمولات الخارجية  امقرر  انرسم جائز 

 فقط.بالحمولات الخارجية  محملا ابسيط انرسم جائز  .6

نرسم مخطط عزم الانعطاف لهذا الجائز البسيط المعرض لتأثير الحمولات  .5
 فقط.الخارجية 

  لانعطاف الناتج عن الحمولات الخارجية فقط معقداا إذا كان مخطط عزم ا
 التكامل.يمكننا الاعتماد على مبدأ تنضد الآثار أو إجراء عملية 

الناتج عن الحمولات الخارجية عبارة عن حمولة الانعطاف نعتبر مخطط عزم  .4
 .بسيط وهمية خارجية محملة على جائز 

  اتجاه التحميل نحو فهذا يعني أن  اإذا كان مخطط عزم الانعطاف موجب
 الأسفل.

 الأعلى.حيث نفرضه موجباا باتجاه الناتج عن الحمولة المرنة نوجد رد الفعل  .3

على قيمة عزم  فنحصل العلاقةبإشارته في  ∗𝑅𝐴قيمة رد الفعل المرن نعوض .2
 .Aالوثاقة في المسند 

𝑀𝐴 =   
−3

𝑙
𝑅𝐴∗ 
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 .نرسم مخطط عزم الانعطاف لهذا الجائز 

 
 بسيط.مولة وهمية خارجية محملة على جائز عتبر مخطط عزم الانعطاف حن 

 
𝛴𝑀𝐵∗  = 0 ⇒  𝑅𝐴∗  ∙ 𝑙 +  

𝑍𝑙

2

𝑙

3
= 0 

𝑅𝐴∗ =  − 
𝑧𝑙

6
 

  نعوض قيمة𝑅𝐴∗ . في علاقة الجائز الموثوق والمسنود 
𝑀𝐴 =  

−3

𝑙
𝑅𝐴∗  =   

−3

𝑙
(

−𝑧𝑙

6
)  =  + 

𝑍

2
 

 
 الأفعال:ود إيجاد رد 

𝑍عزم الوثاقة   إلى إضافةعزم  مزدوجةائز يخضع لتأثير ن الجبما أ

2
وتدوران مع   

 ومحصلتهما تساوي  الساعة،عقارب 
3𝑍

2
 اتجاهجة تعاكس زدو ن ردي الفعل يشكلان ملأ

 النتيجة:
جة عزم تؤثر و دمز يخضع لتأثير  دقيمة عزم الوثاقة لجائز موثوق ومسنو 

 . بنفس الاتجاهالمطبق في المسند ويدور معه  العزم 1/2)إلى )يساوي  ،المسندفي 
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العزم المحصل مقسوماا على المسافة بين  إلىوقيمتها تساوي  المحصل،العزم 
3𝑍المسندين

2𝑙
 فعل.لكل رد  

 
 .qحمولة موزعة بانتظام شدتها موثوق ومسنود يتعرض لتأثير  جائز (:5) مثال

 ورسم مخطط القوى القاطعة وعزم الانعطاف. ،Aحساب عزم الوثاقة في  المطلوب:

 
𝑀𝐴 = − 

3

𝑙
𝑅𝐴∗ 

  فقط.ونحمله بالحمولات الخارجية  امقرر  انرسم جائز 

  المقرر.الجائز نرسم مخطط عزم الانعطاف لهذا 
 تكون فعتبر مخطط عزم الانعطاف حمولة وهمية خارجية محملة على جائز بسيط ن

  الانعطاف.مساحة مخطط عزم 

𝑆 =  
2

3

𝑞𝑙2. 𝑙

8
=  

𝑞𝑙3

12
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  وبالتالي تكون قيمة عزم الوثاقة:

 𝑀𝐴 =  − 
3

𝑙

𝑞𝑙3

24
= − 

𝑞𝑙2

8
 شد ألياف علوية  

أصبح الجائز مقرراا حيث يمكننا إيجاد ردود الأفعال ورسم  MAجاد عزم الوثاقة بعد إي
 الانعطاف.مخططات القوى القاطعة وعزم 

 انعدامها.نكتب معادلة القوة القاطعة لإيجاد نقطة 

𝑇 =  − 
3 𝑞𝑙

8
+  𝑞𝑥 

𝑇 = 0 ⇒  𝑋 =  
3 𝑙

8
 

 الانعطاف.عظمي نكتب معادلة عزم الأ لإيجاد قيمة العزم

𝑀 =  
3 𝑞𝑙

8
 𝑥 −  

𝑞𝑥2

2
 

𝑀𝑚𝑎𝑥 =  
3 𝑞𝑙

8
(

3 𝑙

8
) −  

𝑞

2
(

3 𝑙

8
)

2

 

𝑀𝑚𝑎𝑥 =  
9 𝑞𝑙2

64
−  

9 𝑞𝑙2

128
 =  

9 𝑞𝑙2

128
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  (:4مثال )

 .Pحمولتين مركزتين شدة الحمولة الواحدة موثوق ومسنود يتعرض لتأثير  جائز
 وارسم مخطط القوى القاطعة وعزم الانعطاف. ،Aفي حساب عزم الوثاقة  المطلوب: 

 

𝑀𝐴 =  − 
3

𝑙
𝑅𝐴∗ 
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  فقط.ونحمله بالحمولات الخارجية  ابسيط انأخذ جائز 

           

 .نرسم مخطط الانعطاف 

 

 .نحمل مخطط عزم الانعطاف على جائز بسيط 

 

𝐹∗ = (
𝑙

3
+  𝑙)

𝑝𝑙

3

1

2
 

𝐹∗ =  
4 𝑙

3
 ∙  

𝑝𝑙 

6
=

4 𝑝𝑙²

18
=  

2 𝑝𝑙²

9
 

𝑀𝐴 =  − 
3

𝑙
 ∙  

𝑝𝑙2

9
=  − 

𝑝𝑙

3
 شد ألياف علوية 

 الأفعالردود الأفعال نستخدم مبدأ التجميع حيث نوجد ردود  لإيجاد .ردود الأفعال إيجاد 
 .الوثاقة مالناتجة عن عزو  الأفعالونوجد ردود  الخارجية،الناتجة عن الحمولات 
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 وعزم الانعطاف القاطعة القوى يرسم مخطط. 

 

𝑀𝑐 − 𝑀𝐴 =  
4𝑝

3

𝑙

3
=  

4 𝑝𝑙

9
 

𝑀𝑐 =  
4 𝑝𝑙

9
+  𝑀𝐴 =

4 𝑝𝑙

9
− 

𝑝𝑙

3
=  

 𝑝𝑙

9
 

𝑀𝐵 −  𝑀𝑑 =  −
2𝑝

3
 ∙  

𝑙

3
= − 

2𝑝𝑙

9
 

𝑀𝑑  =  𝑀𝐵  +  
2𝑝𝑙

9
 =  0 + 

2𝑝𝑙

9
 =  + 

2𝑝𝑙

9
 

زم الانعطاف: يمكن إيجاد نقطة انعدام عزم الانعطاف في إيجاد نقطة انعدام ع
 بالاعتماد على تشابه المثلثات أو بالاعتماد على معادلة عزم الانعطاف لهذا ACالمجال 
 المجال:
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 من معادلة عزم الانعطاف لهذا المجال نوجد نقطة انعدام العزم:

𝑀 = −
𝑃𝑙

3
+

4𝑃

3
𝑥 = 0 → 𝑥 = 𝑙/4 

 (:3مثال ) 
 ةمزدوجتي عزم موضحتين في الشكل شدمسنود يتعرض لتأثير جائز موثوق و 

 والمطلوب: Z=9t.mالمزدوجة الواحدة 
 الجائز.هذا  رقر  .6

 وعزم الانعطاف. مخطط القوى القاطعة رسما .5

 .Bاحسب قيمة الدوران في المسند  .4

 

𝑀𝐴 =  − 
3

𝑙
𝑅𝐴∗ 

  الخارجية.مقرراا ونحمله بالحمولات  ابسيط انرسم جائز 

 

 بسيط.نحمل مخطط عزم الانعطاف على جائز ثم  الانعطافخطط عزم نرسم م 

𝛴𝑀𝐵∗ = 0 𝑅𝐴∗  × 4.5 + 4.5 × 3.5 − 1.125 × 2.75 + 1.125 × 1.75

− 4.5 × 1 = 0 
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𝑅𝐴∗ =  −2.25 

𝑀𝐴 =  − 
3

4.5
(– 2.25) =  +1.5 𝑡. 𝑚 

 

  وعزم الانعطاف القاطعةالقوة  يمخططرسم. 

 

 الفصولالتي مرت معنا في  الطرائقإحدى نعتمد على  Bلحساب قيمة الدوران في 
ونحمله نرسم الجائز البديل للجائز الأساسي  .البديلالجائز  طريقةلنختار  السابقة.

 بمخطط عزم الانعطاف مقسوما على الصلابة الانعطافية.
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للجملة المقررة والناتج عن تأثير  بما أننا رسمنا مخطط عزم الانعطاف تنويه:
 نعتمد على يفضل أن ،امراكز ثقلهمساحتها ومواقع قمنا بحساب و  لحمولات الخارجيةا

في حساب قيمة الدوران ونستفيد من المساحات التي حسبناها في  الآثارمبدأ تنضد 
 .الطلب السابق أثناء تقرير الجائز

 ، فقطيخضع لتأثير الحمولات الخارجية  أولجائز  ،نجزئ هذا الجائز الى جائزين

 
 الوثاقةتأثير عزم يخضع ل ثانيجائز و 

 

 :Bلنوجد قيمة الدوران في المسند  نحمل هذه الحمولات على الجائز البديل

𝑅𝐵∗ = 𝑅𝐵∗
1 + 𝑅𝐵∗

2 = 0 −
3.375

𝐸𝐼
 

𝑦′𝐵 = −
3.375

𝐸𝐼
 عكس عقارب الساعة

  (:2مثال )
 Aرة الحأثير حمولة مركزة في النهاية يتعرض لتجائز موثوق ومسنود ينتهي بظفر 

 والمطلوب: (،6t.m) شدتها  Cالمقطع  جة عزم تؤثر فيو دز ( ومt 8شدتها )
 والمسنود(.الموثوق  )الجائز نظرية:قرر هذا الجائز بالاعتماد على  .6

 الانعطاف.القاطعة وعزم  مخطط القوىارسم  .5

 Cو  Aفي المقطعين قيمة الدوران والانتقال  احسب .4

 الخط المرن  ارسم .3
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 ق ومسنود فإننا نستخدم العلاقة التالية:بما أن الجائز موثو 

𝑀𝐷 =  − 
3

𝑙
𝑅𝐷∗ 

 BDعن المسافة بين المسندين  Lحيث تعبر 
الحمولات  الذي يخضع لتأثيرلها بمسند بسيط استبداحذف الوثاقة و نقرر الجائز ب

 .الخارجية

 

الحمولات ونرسم مخطط عزم  ونجزئ الآثار،نعتمد مبدأ تنضد  الحل.لسهولة  
  نعطاف.الا

 
وللمنطقة الواقعة بين  *B*Dالانعطاف على جائز بسيط  مخطط عزمنحمل 

 فقط.المسندين 
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𝛴 𝑀𝐵∗ = 0 ⇒  (36 + 4.5)  × 2 − 4.5 × 4 + 6 𝑅𝐷

∗ = 0 

𝑅𝐷
∗ =  −10.5 

𝑀𝐷∗ =  − 
3

6
(–  10.5) =  شد ألياف سفلية      5.25

المركزة لناتجة عن الحمولة ردود الأفعال ا أوجدنا قيملقد الأفعال: ردود  لإيجاد
  وتساوي:رد الفعل الناتج عن عزم الوثاقة  يجادإعلينا  يجبالعزم، لذلك  ومزدوجة

5.25

6
= 0.875 

 
  الأفعال:تصبح ردود 

↑ 𝑅𝐵 = 10 − 1 + 0.875 =  9.875 

 ↓ 𝑅𝑑    = −1 + 0.875 + 2 =  1.875 
 الثاني:الطلب 

 وعزم الانعطاف القوى القاطعة يرسم مخطط
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 .Cو A في:الانتقال والدوران  ب: حساالثالثالطلب 

علاقة عزم بالاعتماد على  Cو A يتم حساب الانتقال والدوران في المقطعين
عزم الانعطاف الناتج عن لأننا نعلم مخطط  الآثار،باستخدام مبدأ تنضد  المساحة

نضيف لها مخطط عزم  قله.ومركز ث هلى مساحتإالحمولات الخارجية بالإضافة 
رسم مخطط عزم الانعطاف لهذا الجائز على  االوثاقة. يمكننالانعطاف الناتج عن عزم 

 التالي: الشكل 
 أولا: المخططات الناتجة عن الحمولات الخارجية

 ثانيا: المخططات الناتجة عن عزم الوثاقة
 ،Cمقطعاا في ، و Dنأخذ مقطعاا في الوثاقة  Cلــحساب الانتقال والدوران في 

 Cمن أجل حساب الدوران في المقطع المساحة  ملعز الأولى  العلاقةونطبق 
𝑦′𝑑 − 𝑦′𝑐 = −𝑤𝑐𝑑     ,     𝑦

′
𝑑

= 0 
𝑦′

𝑐
=   

4.5

𝐸𝐼
– 

9

𝐸𝐼
+  

7.875

𝐸𝐼
   +  

3.9375

𝐸𝐼
 =   

7.3125

𝐸𝐼
 

 المساحة. ملعز  ةلثانيالعلاقة اأما من أجل حساب الانتقال فنطبق 

𝑦𝑑 − 𝑦𝑐 = 𝑦′𝑐 ∙ 𝑙𝑐𝑑 − 𝑤𝑐𝑑 ∙ 𝐶𝑑 

− 𝑦𝑐 =  
7.3125

𝐸𝐼
∗ 3 + 

9

𝐸𝐼
∗  2 −  

4.5

𝐸𝐼
∗  2 −  

7.875

𝐸𝐼
∗ 1.5 −  

3.9375

𝐸𝐼
∗  1 

 نتيجة:
 القاطعة.خطط القوة مالعزم على طبيعة  مزدوجةتؤثر  لا-6
قفزة مفاجئة في  ثالعزم على مخطط عزم الانعطاف بإحدا تؤثر مزدوجة-5

 المزدوجة.شدة  إلىزة يساوي طول هذه القفويكون المخطط 
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− 𝑦𝑐 =  
21.9375

𝐸𝐼
+

18 − 9 − 11.8125 − 3.9375

𝐸𝐼
  

 𝑦𝑐  =  − 
21.9375

𝐸𝐼
 +  

6.75

𝐸𝐼
 =  − 

15.1875

𝐸𝐼
 

 ،A، ومقطعاا في Dنأخذ مقطعاا في الوثاقة  Aلــحساب الانتقال والدوران في 
 Aمن أجل حساب الدوران في المقطع المساحة  ملعز الأولى  العلاقةونطبق 

𝑦′𝑑 − 𝑦′𝐴 = −𝑤𝐴𝑑             𝑦
′
𝑑

= 0 
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𝑦′
𝐴

=  − 
36

𝐸𝐼
 – 

9

𝐸𝐼
−  

4.5

𝐸𝐼
 + 

4.5

𝐸𝐼
 +  

15.75

𝐸𝐼
 =  − 

29.25

𝐸𝐼
 

𝑦𝑏 − 𝑦𝑎 = 𝑦′𝑎 ∙ 𝑙𝑎𝑏 − 𝑤𝑎𝑏 ∙ 𝐶𝑏 

0 − 𝑦𝑎 = − 
29.25

𝐸𝐼
1.5 − [−

9

𝐸𝐼
0.5] =

39.375

𝐸𝐼
  

 حساب الانتقال بطريقة ثانية: ويمكن

𝑦𝑑 − 𝑦𝑎 = 𝑦′𝑎 ∙ 𝑙𝑎𝑑 − 𝑤𝑎𝑑 ∙ 𝐶𝑑 

0 − 𝑦𝑎 = − 
29.25

𝐸𝐼
7.5 − [−

9

𝐸𝐼
6.5 −

36

𝐸𝐼
4 −

4.5

𝐸𝐼
4 +

4.5

𝐸𝐼
2 +

15.75

𝐸𝐼
2] 

𝑦𝑎 =
39.375

𝐸𝐼
 

 المرن:رسم الخط 
 الاستناد.نرسم الجائز مع نقاط  .6

 انتقالها.نحدد النقاط التي تم حساب  .5

 ر.تقعنعتمد على مخطط عزم الانعطاف من أجل معرفة اتجاه ال .4

 
 ودوران( )انتقالند افي حال وجود حركة في المس الثانية:الحالة  3-2-2

 Aهي مساند غير ثابتة فالوثاقة  ABبفرض أن مساند الجائز الموثوق والمسنود 
   Aودوران موجب مقداره  Aمقدار  الأسفلنحو  موجب انتقال شاقولي تتعرض لتأثير

 الأسفل موجب نحو شاقولي لأثير انتقايتعرض لتفإنه  B( أما المسند ة)مع عقارب الساع
الناتج  Aلنوجد عزم الوثاقة في المسند  .(3-4كما هو مبين في الشكل رقم ) Bمقداره 

لذلك سوف  ،EIعن حركة المساند بفرض أن الصلابة الانعطافية لهذا الجائز تساوي 
 الوثاقة.عزم  إيجادنظرية الجائز البديل في  نعتمد على

، ونحمل الجائز البديل سفلية(ألياف  )شدالوثاقة موجب حيث نفرض أن عزم 
  ،EIبمخطط عزم الانعطاف الناتج عن عزم الوثاقة مقسوماا على 
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 (8-3الشكل رقم )

في الجائز البديل لأننا  سفلية(ألياف  )شدض الانتقال بمزدوجة عزم موجبة عو ن
دوران بقوة قاطعة النعوض ، وكذلك B، Aفرضنا الانتقال نحو الأسفل موجب في كل من 

 .(9-4كما هو مبين في الشكل رقم ) الساعة(موجبة )دوران مع عقارب 
 نجد:   Bالمقطع لة التوازن على هذا الجائز بأخذ مجموع العزوم فيق معادبتطبي

Σ𝑀𝐵∗ = 0 ⇒  
𝐴

+  𝜃𝐴 . 𝑙 −  
𝐵

−  
𝑀𝐴. 𝑙

2𝐸𝐼
 ∙  

2𝑙

3
= 0 

 
 (9-3الشكل رقم )

 lلى طول الجائز بالتقسيم ع


𝐴
−  

𝐵

𝑙
+  𝜃𝐴 −  

𝑀𝐴. 𝑙

3 𝐸𝐼
= 0 

𝑀𝐴. 𝑙

3 𝐸𝐼
=  + 𝜃𝐴 +  


𝐴

−  
𝐵

𝑙
 ⇒  𝑀𝐴 =   

3 𝐸𝐼

𝑙
[𝜃𝐴 −   


𝐵

− 
𝐴

𝑙
] 

  أن:بفرض 


𝐵
− 

𝐴

𝑙
= ψ

𝐴𝐵
 

 الي:التلذلك يمكننا كتابة العلاقة السابقة على الشكل 
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    (3 − 2)        𝑀𝐴 =  
3 𝐸𝐼

𝑙
 [𝜃𝐴 −  ψ

𝐴𝐵
] 

العلاقة العامة  تصبح حركة في المساندوجود وفي حال وجود حمولات خارجية مع 
 هي:د و للجائز الموثوق والمسن

      (3 − 3)         𝑀𝐴 =  − 
3

𝑙
𝑅𝐴∗ +  

3 𝐸𝐼

𝑙
 [𝜃𝐴 −  𝜓𝐵𝐴 ] 

 Examples :ةأمثلة وتطبيقات عملي
 تهايتعرض لتأثير حمولة مركزة شد Bومسنود في  Aجائز موثوق في  مثال:

6 Ton  والمسند (°2)الساعة مقدارهعكس عقارب باتجاه تعاني الوثاقة من دوران ،B 
  والمطلوب: ،(mm 5)مقداره  الأسفليعاني من انتقال شاقولي نحو 

 Aفي المسند حساب عزم الوثاقة  .6

 بالاعتماد على نظرية الجائز البديل  Bالمسند  حساب الدوران في .5

 .(EI = 2000 t.m²)قيمة الصلابة الانعطافية  أن: ماعل 

 
مساند غير ثابتة ويخضع لتأثير حمولة بومسنود  الجائز موثوقبما أن  الحل:

 هي: (3-3) خارجية فإن علاقة عزم الوثاقة
𝑀𝐴 =  − 

3

𝑙
𝑅𝐴∗  +

3 𝐸𝐼

𝑙
 [𝜃𝐴 − 𝜓𝐵𝐴 ] 

 الراديان:إلى  هذه القيمة تحويل يجب°2بما أن الوثاقة تعاني من دوران مقداره 
𝜃𝐴 =

2 ⋆  𝜋

180
= 0.0349 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 

 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 0.0349 -ها تساوي وبما أنها تدور عكس عقارب الساعة فإن

ψ
𝐴𝐵

=


𝐵
− 

𝐴

𝑙
==

5 − 0

6000  𝑚𝑚
   , ψ

𝐴𝐵
=

5

6000
 

 *RAإيجاد 
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 فنحصل على قيمة عزم الوثاقة. الأساسية(3-3) نعوض في العلاقة 

𝑀𝐴 =  −
3

6
(13.33) +  

3 × 2000

6
[ −0.0349 −  

5

6000
] 

𝑀𝐴 = −6.67 − 35.73 = −42.4  𝑡. 𝑚 

 

 
ونحسب  فقطنرسم مخطط عزم الانعطاف  ،Bلحساب الدوران في المسند 

 .ذا المخططالمساحات ومراكز ثقل الأجزاء المشكلة له

Σ 𝐹𝑦 = 0 ⇒
22.16

𝐸𝐼
+

40.48

𝐸𝐼
+

40.48

𝐸𝐼
− 0.0349 − 𝑦′

𝐵
= 0 

 0.0515 − 0.0349 = 𝑦′
𝐵

 

𝑦′
𝐵

= 0.0166   𝑟𝑎𝑑𝑎𝑖𝑛 

 .Bوهي قيمة الدوران في المسند 
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 Fixed Ends Beam الجائز الموثوق من الطرفين 3-3

 
 (11-3الشكل رقم )

ة لكنه لثوق من الطرفين من الجوائز غير المقررة من الدرجة الثاموثيعتبر الجائز ال
فإنه يعتبر غير  هلحمولات شاقولية واقعة في مستوي الجائز بشكل عام تعرضلنتيجة 
خارجياا من الدرجة الثانية وسوف نعتبر أن المجاهيل الواجب إيجادها لتقرير هذا  امقرر 

  MA  وMB عزمي الوثاقة ف نوجد لذلك سو MA.  وMB  الجائز هي عزمي الوثاقة 
 الجائز البديل . طريقةبالاعتماد على 

 
 ثابتة EI المساند ثابتة والصلابة الانعطافية  الأولى:الحالة  3-3-1

عتبر أن نيث حد عزمي الوثاقة في ايجا ى مبدأ تنضد الآثارلمكن الاعتماد عي 
  التالية: الوثاقتين عزوم تيوجومزدوالمزدوجات الخارجية لتأثير القوى هذا الجائز يخضع 

 الخارجية.الحمولات  .6

 MAعزم الوثاقة  .5

 MBعزم الوثاقة  .4
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 (11-3الشكل رقم )

نعتمد على مبدأ تنضد الآثار في رسم مخطط عزم الانعطاف لهذا الجائز، حيث 
بحيث نحصل على ثلاثة  MBوعزم الوثاقة  MAنعزل الحمولات الخارجية وعزم الوثاقة 

 (.65-4لموضحة في الشكل رقم )حالات تحميل وا

 
 (12-3الشكل رقم )

الثلاثة الواردة أعلاه على  للحالاتلذلك فإنه يمكننا رسم مخططات عزم الانعطاف 
 التالي:الشكل 

 
حمولة مخطط عزم بيكون الجائز البديل هو جائز حر من الطرفين ومحملاا 

 (.64-4موضح في الشكل رقم )كما هو  EIالانعطاف مقسوماا على 
 التوازن.بالاعتماد على معادلات 

Σ𝑀𝐵∗ = 0 ⇒
𝑀𝐴. 𝑙

2 𝐸𝐼
 ∙

2 𝑙

3
+  

𝐹∗

𝐸𝐼
 ∙ 𝑏 +

𝑀𝐵. 𝑙

2 𝐸𝐼

𝑙

3
= 0 

 EIالصلابة الانعطافية  وحذف l  بالتقسيم على طول الجائز 
(3 − 4)   

2 𝑀𝐴. 𝑙

6
+

𝐹∗. 𝑏

𝑙
+  

𝑀𝐵 𝑙

6
= 0   

𝛴 𝑀𝐴∗ = 0 ⇒
𝑀𝐴. 𝑙

2 𝐸𝐼
 ∙

𝑙

3
+

𝐹∗ . 𝑎

𝐸𝐼
+

𝑀𝐵. 𝑙

2 𝐸𝐼
∙

2 𝑙

3
= 0 

  EIوحذف الصلابة الانعطافية    lبالتقسيم على طول الجائز 

(3 − 5)   
𝑀𝐴. 𝑙

6
+  

𝐹∗𝑎

𝑙
+  

2 𝑀𝐵. 𝑙

6
= 0   
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 (13-3الشكل رقم )

 𝑀𝐵 و 𝑀𝐴 عزمي الوثاقة  قيمة كل من نستنتج بحل المعادلتين حلاًّ مشتركا
 ( -2) بـ( 4-3)رقم نضرب العلاقة 

−4  𝑀𝐴𝑙

6
− 

2 𝐹∗. 𝑏

𝑙
−  

2 𝑀𝐵𝑙

6
= 0 

 فنحصل على العلاقة التالية: (5-3)رقم ونجمعها مع العلاقة 
−3  𝑀𝐴. 𝑙

6
+  

𝐹∗ 𝑎

𝑙
− 

2 𝐹∗ 𝑏

𝑙
= 0 

𝑀𝐴 = −
2

𝑙
(

2  𝐹∗ 𝑏

𝑙
−  

𝐹∗. 𝑎

𝑙
) 
  بمخطط عزم تمثل ردود الفعل لجائز بسيط محمل *Fبالقوة لكن الحدود الخاصة 

𝐹∗ 𝑏( حيث يمكننا الاستعاضة عن الحد الوهمية)الحمولة  الانعطاف

𝑙
 ، وكذلك∗𝑅𝐴بـ  

𝐹∗ 𝑎يمكننا الاستعاضة عن الحد 

𝑙
 (:63-4كما هو موضح بالشكل رقم ) ∗𝑅𝐵بـ  

 
 (14-3الشكل رقم )

 التالي:على النحو  العلاقة السابقة بحوبالتالي تص
       (3 − 6)         𝑀𝐴 = −

2

𝑙
(2 𝑅𝐴∗ −  𝑅𝐵∗) 
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( لنتجت 1( وجمعناها مع العلاقة )-2بـ ) 2لو ضربنا العلاقة  سلوبوبنفس الأ
 التالي:والتي تكون على النحو  Bعلاقة عزم الوثاقة في 

     (3 − 7)      𝑀𝐵 = −
2

𝑙
(2 𝑅𝐵∗ −  𝑅𝐴∗) 

 
 أمثلة وتطبيقات عملية:

 (:6مثال )
ثابتة، يتعرض لتأثير  EIوصلابته الانعطافية  lجائز موثوق من الطرفين طوله 

 والمطلوب:  'q t/mحمولة موزعة بانتظام شدتها 

 
 قرر هذا الجائز بالاعتماد على علاقات الجائز الموثوق من الطرفين. .6

 Procedures Analyzing إجراءات التحليل:

 مايلي:لإيجاد عزوم الوثاقة التامة لجائز موثوق من الطرفين نتبع 
على مسندين بسيطين محملاا بالحمولات الخارجية  انرسم جائزاا مقرراا مسنود .6

 فقط.

 ية.نرسم مخطط عزم الانعطاف الناتج عن هذه الحمولات الخارج .5

الآثار إذا كان مخطط عزم الانعطاف  دتنويه: يمكن اللجوء إلى مبدأ تنض
 معقداا.

نعتبر مخطط عزم الانعطاف هذا عبارة عن حمولة وهمية خارجية  .4
)إذا كان مخطط عزم  ،B*A*)الحمولة المرنة( محملاا على جائز بسيط 

 الانعطاف موجباا يكون اتجاه التحميل نحو الأسفل(.

فعال الناتجة عن الحمولات المرنة، حيث نفرض اتجاه ردي نوجد ردود الأ .3
الفعل نحو الأعلى دائماا ثم نعوض قيمة رد الفعل الناتج بإشارته الجبرية في 

 علاقتي حساب عزوم الوثاقة.
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 مخططات القوى القاطعة وعزوم الانعطاف. ارسم .5

 الحل:
  نرسم جائزاا مقرراا مسنودا على مسندين بسيطين محملاا بالحمولات الخارجية وهي

 .qالحمولات الموزعة بانتظام شدتها 

 

 .نرسم مخطط عزم الانعطاف الناتج عن هذه الحمولات الخارجية 

 

 موزعة بانتظام حمولة وهمية خارجية نعتبر مخطط عزم الانعطاف الناتج عن الحمولة ال
 على جائز بسيط، ونوجد ردود الأفعال الناتجة عن هذه الحمولة الوهمية.

 تكون قيمة ردود الأفعال متساوية نتيجة التناظر.

 

𝑅𝐴∗ =  𝑅𝐵∗ =  
𝑞𝑙3

24
 

 ي نوجد قيمة عزم  (7-3) و (6-3) بالاعتماد على علاقتي الجائز الموثوق من الطرفين
 .B، Aالوثاقة في 

𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 = − 
2

𝑙
(

2 𝑞𝑙3 

24
− 

𝑞𝑙3

24
) = −

𝑞𝑙2

12
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نرسم ثم  نرسم الجائز الموثوق من الطرفين مع الحمولات الخارجية وعزمي الوثاقة-
 مخططي القوى القاطعة وعزم الانعطاف.

 

 

   الأعظمين قيمة العزم إيجاد قيمة العزم الأعظمي )بـاعتبار أن الجائز متناظر تكو 
 𝑀𝑚.)في المنتصف 

𝑀𝑚 − 𝑀𝐴 = +
1

2

𝑞𝑙

2
 ∙

𝑙

2
=

𝑞𝑙2

8
 

𝑀𝑚 = 𝑀𝐴 +
𝑞𝑙2

8
= − 

𝑞𝑙₂

12
+

𝑞𝑙₂

8
=

𝑞𝑙2

24
 

 (:5مثال )
 (C)جائز موثوق من الطرفين وثاقة تامة يخضع لتأثير حمولة مركزة في المقطع 

 .والمطلوب:Bعن المسند  bو يبعد بمقدار  Aعن المسند   aر الذي يبعد بمقدا
 .B، Aأوجد قيمة عزمي الوثاقة في  .6

 ارسم مخطط القوى القاطعة وعزم الانعطاف باعتبار أن: .5
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p =10 Ton، a = 2m , b =3m 

 
  ونحمله بالحمولات الخارجية فقط. ابسيط انرسم جائز 

 

 هذا المخطط على جائز بسيط. لنرسم مخطط عزم الانعطاف لهذا الجائز ونحم 

 
 ∗𝑅𝐵و  ∗𝑅𝐴 الوهميةإيجاد ردود الأفعال 

𝛴𝑀𝐵∗ = 0 ⇒ 𝑅𝐴∗. 𝑙 −
𝑃. 𝑎. 𝑏

2

(𝑙 + 𝑏)

3
= 0 ⇒ 𝑅𝐴∗ =  

𝑃. 𝑎𝑏

6𝑙
(𝑙 + 𝑏) 

𝛴𝑀𝐴∗ = 0 ⇒ 𝑅𝐵∗. 𝑙 −
  𝑃. 𝑎. 𝑏

2

(𝑙 + 𝑎)

3
 ⇒ 𝑅𝐵∗ =  

𝑃. 𝑎. 𝑏

6 𝑙
(𝑙 + 𝑎) 

𝑀𝐴 = −
2

𝑙
[
2. 𝑃. 𝑎. 𝑏

6 𝑙
(𝑙 + 𝑏) −

𝑃𝑎. 𝑏

6 𝑙
(𝑙 + 𝑎)] 

𝑀𝐴 = −
2

𝑙

𝑃. 𝑎. 𝑏

6 𝑙
[ 2 𝑙 + 2 𝑏 − 𝑙 − 𝑎 ] 

𝑀𝐴 = − 
𝑃. 𝑎. 𝑏

3 𝑙2
[  𝑙 + 2 𝑏 − 𝑎 ] 

 في العلاقة: a=l – bنعوض القيمة: 
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𝑀𝐴 = −
𝑃. 𝑎. 𝑏

3 𝑙2
 [ 𝑙 + 2 𝑏 −  (𝑙 − 𝑏) = −

𝑃. 𝑎. 𝑏

3 𝑙2
 [ 𝑙 + 2 𝑏 − 𝑙 + 𝑏 ] 

𝑀𝐴 = −
𝑃. 𝑎. 𝑏

3 𝑙2
[ 3 𝑏 ] = − 

𝑃. 𝑎. 𝑏2

𝑙2
 

 .Bوبنفس الأسلوب يمكننا إيجاد عزم الوثاقة في 
𝑀𝐵 = −

2

𝑙
 [ 2  

𝑃. 𝑎. 𝑏

6 𝑙
(𝑙 + 𝑎) −

𝑃. 𝑎. 𝑏

6 𝑙
(𝑙 + 𝑏) ] 

𝑀𝐵 =
−2

𝑙

𝑃. 𝑎. 𝑏

6 𝑙
 [ 2(𝑙 + 𝑎) − (𝑙 + 𝑏)] 

𝑀𝐵 = −
𝑃. 𝑎𝑏

3 𝑙²
[ 2 𝑙 + 2 𝑎 − 𝑙 − 𝑏 ] = −

𝑃. 𝑎. 𝑏

3 𝑙²
 ( 𝑙 + 2𝑎 − 𝑏) 

 b=l– aباعتبار أن: 
𝑀𝐵 = −

𝑃. 𝑎. 𝑏

3 𝑙²
[ 𝑙 + 2 𝑎 − (𝑙 − 𝑎)] = −

𝑃. 𝑎. 𝑏

3 𝑙²
[ 3𝑎 ] = − 

𝑃. 𝑎² . 𝑏

𝑙²
 

 ،l = 5 mمن أجل رسم المخططات لنفرض قيمة للأبعاد والحمولات حيث: 

 p = 10 Ton، b = 3 m ، a = 2 m 
𝑀𝐴 = −

10.2.3²

25
=

−180

25
= −7.2 𝑡. 𝑚 

𝑀𝐵 = −
10.3.2²

25
=

−120

25
= −4.8 𝑡. 𝑚  

 إيجاد ردود الأفعال ورسم مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف:
مخطط القوى القاطعة مع محور  قاطعيكون موقع العزم الأعظمي عند نقطة ت

 الجائز )عند الحمولة المركزة( 
𝑀𝑚𝑎𝑥 = −7.2 + 6.48 × 2 = 5.76 
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 (:4مثال )

 ز موثوق من الطرفين وثاقة تامة يتعرض لتأثير مزدوجتي عزم متساويتينجائ

 والمطلوب:
 حساب عزمي الوثاقة  .6

 رسم مخططي القوى القاطعة وعزم الانعطاف. .5

 ورسم الخط المرن للجائز. (C)إيجاد قيمة الدوران والانتقال في المقطع  .4

 
 بما أن الجائز متناظر فإن:

𝑀𝐴 = 𝑀𝐵     ,    𝑅𝐴∗ = 𝑅𝐵∗ 
𝑀𝐴 = −

2

𝑙
( 2 𝑅𝐴∗ − 𝑅𝐵∗) = −

2

𝑙
𝑅𝐴∗ 

𝑀𝐴 = −
2

8
 16 = −4 𝑡. 𝑚 

 حيث تم حساب ردود الأفعال بالاعتماد على الأشكال الموضحة بالأسفل
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  إيجاد ردود الأفعال: تكون قيمة ردود الأفعال معدومة لأن محصلة مزدوجات العزم
 معدومة.

  عة وعزم الانعطافالقاطالقوى  يمخططرسم : 

 
مخطط القوى القاطعة: يكون مخطط القوى معدوماا نظراا لانعدام ردود الأفعال من رسم  .6

 .من جهة أخرى جهة ولـعدم وجود قوى شاقولية مؤثرة على الجائز

 

 رسم مخطط عزم الانعطاف. .5
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 :(C)حساب الدوران في المقطع  .4

 C، Aمقطعين عزم المساحة بين اللباستخدام العلاقة الأولى  

𝑦′𝐶 − 𝑦′
𝐴

= −𝑊𝐴𝐶 ⇒ 𝑦′
𝐶

= − [ −
4 × 2

𝐸𝐼
] =

8

𝐸𝐼
 

 (C)حساب الانتقال في المقطع  .3

 A وC المقطعين عزم المساحة بين لنستخدم العلاقة الثانية 

𝑦𝐶 − 𝑦𝐴 = 𝑦′
𝐴

. 𝑙𝐴𝐶 − 𝑊𝐴𝐶 .𝐶𝑐 

 

𝑦𝐶 = − [−
8

𝐸𝐼
 × 1 ] =

8

𝐸𝐼
 

 
جائز موثوق من الطرفين وثاقة تامة يخضع لتأثير الحمولات المركزة  (:3مثال )

 الموضحة في الشكل والمطلوب:

 
 إيجاد عزمي الوثاقة. .6

 رسم مخطط القوى القاطعة وعزم الانعطاف. .5

وقيمة الانتقال والدوران في  D، Cحساب قيمة الدوران والانتقال في المقطعين  .4
 المنتصف.
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 نرسم الخط المر  .3

𝑀𝐴 عكسياا فإن : ايُعتبر هذا الجائز متناظر  = −𝑀𝐵 و𝑅𝐴∗ = −𝑅𝐵∗  ،
 على الشكل التالي  (6-3) وبالتالي تصبح علاقة عزم الوثاقة للجائز الموثوق من الطرفين

𝑀𝐴 =  − 
2

𝑙
(2 𝑅𝐴∗ − 𝑅𝐵∗) = −

2

𝑙
(2 𝑅𝐴∗ + 𝑅𝐵∗) = −

6

𝑙
𝑅𝐴∗ 

ونحمله بالحمولات   B , Aعلى مسندين بسيطين في  انودمس امقرر  انرسم جائز 
 الخارجية 

 
نوجد ردود الأفعال ونرسم مخطط عزم الانعطاف لهذا الجائز المقرر والمحمل 

 بالحمولات الخارجية فقط.
ثم  نحمل مخطط عزم الانعطاف على جائز بسيط مسنود على مسندين بسيطين

 ساوي:والتي تط عزم الانعطاف مساحة الجزء الأيمن السالب من مخط نحسب
5.25 × 27

2
= 70.875 

 بمقدار: B*عن المسند  اويبعد مركز ثقله
5.25 + 3

3
= 2.75 

 
يتم إيجاد ردود الأفعال بالاعتماد على معادلات التوازن وتعويضها في معادلتي 

 . MBو MAالجائز الموثوق من الطرفين لنوجد قيمة كل من عزمي الوثاقة 

𝑀𝐴 =  −
6

𝑙
 ∙ 33.75 = −

6

10.5
×  33.75 = −19.28  𝑡. 𝑚 
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يمكننا إيجاد ردود الأفعال  A و B بعد إيجاد قيمة عزمي الوثاقة في المسندين

 المذكور.ورسم مخططات القوى القاطعة وعزوم الانعطاف للجائز 
 :ACم الانعطاف في المجال و نوجد نقاط انعدام عز -

𝑀 = 12.67𝑥 − 19.26 

𝑀 = 0 ⇒ 𝑥 =
19.26

12.67
= 1.52 

 :(C)حساب الدوران في المقطع -
𝑦′

𝐶
− 𝑦′

𝐴
= −𝑊𝐴𝐶 

*لقد تم حساب المساحات ومواقع مراكز الثقل وتثبيتها على مخطط عزم 
 الانعطاف

𝑦′𝐶 − 𝑦′𝐴 = − [ − 
19.28 × 1.52

2 𝐸𝐼
 +

18.7 × 1.48

2 𝐸𝐼
] = −

0.81

𝐸𝐼
 

  (C)لدوران في المقطع فهو متناظر مع ا Dأما الدوران في المقطع 
𝑦′𝐷 =  + 

0.81

𝐸𝐼
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 :(C)حساب الانتقال في المقطع 

𝑦𝐶 − 𝑦𝐴 = 𝑦′𝐴 . 𝑙𝐴𝐶 − 𝑊𝐴𝐶 . 𝐶𝑐 

𝑦𝐶 = − [ − 
19.28 ∗ 1.52

2 𝐸𝐼
(1.52 ∗  

2

3
+  1.48) +

18.7 ∗ 1.48

2 𝐸𝐼
∗

1

3
 1.48 ] 

𝑦𝐶 = − [ −
36.55 + 6.83

𝐸𝐼
] =  

29.72

 𝐸𝐼
 

 أي:  (C)فهو متناظر عكسياا مع الانتقال في المقطع  Dأما الانتقال في المقطع 
𝑦𝐷 =  − 

29.72

𝐸𝐼
 

 حساب قيمة الدوران في المنتصف:
𝑦′𝑚 − 𝑦′𝐴 = −𝑊𝐴𝑚 ⇒ 𝑦′𝑚 = − [ −

14.65

𝐸𝐼
+

13.84

𝐸𝐼
+

21.04

𝐸𝐼
]

= − [
20.23

𝐸𝐼
] 

 المنتصف:حساب قيمة الانتقال في 
𝑦𝑚 − 𝑦𝐴 = 𝑦′

𝐴
. 𝑙𝐴𝑚 − 𝑊𝐴𝑚𝐶𝑚 

𝑌𝑀 = −𝑊𝐴𝑀𝐶𝑀 

𝑦𝑚 = − [ − 
14.65

𝐸𝐼
(3 −  

1.52

3
+  2.25) +  

13.84

𝐸𝐼
(2.25 +

1.48

3
)

+ 
21.04

𝐸𝐼
.
2

3
 2.25 ] = 0 
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 :بالمقارنة مع مخطط عزم الانعطاف رسم الخط المرن

 
 الثانية: الجائز الموثوق من الطرفين بـوثاقات غير تامة الحالة 3-3-2
 .) غير ثابتة والصلابة الانعطافية ثابتة دالمسان (

تخضع مساند الجائز الموثوق من الطرفين لحركات انتقالية ودورانية بدون وجود 
في  ةوالموضح ثابتة على كامل طوله EIصلابته الانعطافية تكون حمولات خارجية، و 

 (.62-4قم )الشكل ر 

 
 مخطط توضيحي للجائز الموثوق من الطرفين (15-3الشكل رقم )
حركة انتقالية موجبة )نحو الأسفل(  تخضعان لتأثير  B،Aفلو فرضنا أن الوثاقتين 

B،A  حركة دورانية موجبة )مع عقارب الساعة(  تخضعان لتأثير، وكذلكBθ،Aθ  ،
 .A و Bوالذي يتولد عنهما عزوم وثاقة في كل من 

 ،Bبالاعتماد على نظرية الجائز البديل يمكننا استنتاج عزمي الوثاقة في كل من  
A  بعد تعويض قيمة الانتقال في الوثاقات بعزوم في الجائز البديل والـدورانات بقوى

مخططات عزم الانعطاف الناتجة عن عزوم الوثاقة في  ةقاطعة؛ وكذلك تعويض حمول
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المساند )حيث يتم رسم مخطط عزم الانعطاف الناتج  المتولدة عن حركةB ،Aكل من 
 (.61-4والموضح في الشكل رقم ) (Bو Aعن عزم الوثاقة في المسندين 

 
 (16-3) رقم الشكل

من مخطط الجائز البديل يمكننا استخدام معادلات توازن العزوم في كل من 
𝐵∗ , 𝐴∗   و التالي :يجاد قيمة عزوم الوثاقات في المساند على النحوا 

Σ𝑀𝐵∗ = 0 

𝜂𝐴 +  𝜃𝐴 . 𝑙 − 
𝑀𝐴 . 𝑙

2 𝐸𝐼
(

2 𝑙

3
) −  

𝑀𝐵 . 𝑙

2 𝐸𝐼

𝑙

3
− 𝜂𝐵 = 0 

    (3 − 8)       𝜂𝐴 − 𝜂𝐵 + 𝜃𝐴 . 𝑙 −  
2 𝑀𝐴 . 𝑙2

6 𝐸𝐼
−  

𝑀𝐵 . 𝑙²

6 𝐸𝐼
= 0     

𝛴𝑀𝐴∗ = 0 ⇒  𝜂
𝐴

+
𝑀𝐴 . 𝑙

2 𝐸𝐼

𝑙

3
+  

𝑀𝐵 . 𝑙

2 𝐸𝐼

2 𝑙

3
+  𝜃𝐵 . 𝑙 −  𝜂

𝐵
= 0 

 (3 − 9)                      𝜂𝐴 − 𝜂𝐵 + 𝜃𝐵  . 𝑙 +
𝑀𝐴 . 𝑙2

6 𝐸𝐼
+

2 𝑀𝐵 . 𝑙2

6 𝐸𝐼
= 0  

3)   بحل المعادلتين  − 3) و(9 − عزمي  قيمة كل من نستنتج حلاًّ مشتركا (8
 𝑀𝐵 و  𝑀𝐴 الوثاقة

فنحصل  (9-3)رقم ( ونجمعها مع العلاقة 2) بـ( 8-3)رقم قة نضرب العلاحيث 
 على العلاقة التالية:

2 (𝜂𝐴 − 𝜂𝐵) +  2 𝜃𝐴 . 𝑙 − 
4 𝑀𝐴. 𝑙2

6 𝐸𝐼
−  

2 𝑀𝐵. 𝑙2

6 𝐸𝐼
= 0     

3 (𝜂𝐴 − 𝜂𝐵) +  𝜃𝐵  . 𝑙 + 2 𝜃𝐴 . 𝑙 −  
3 𝑀𝐴. 𝑙2

6 𝐸𝐼
= 0 

  :lدلة على المجاز بتقسيم حدود المعا
3 ( 𝜂𝐴 − 𝜂𝐵)

𝑙
+ 𝜃𝐵 + 2𝜃𝐴 =

𝑀𝐴 . 𝑙

2 𝐸𝐼
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𝑀𝐴 =
2 𝐸𝐼

𝑙
[ 2 𝜃𝐴 + 𝜃𝐵 −  3 

( 𝜂𝐵−𝜂𝐴 )

𝑙
] 

 بفرض الحد:

𝜓
𝐴𝐵

=
𝜂𝐵  −  𝜂𝐴

𝑙
 

          (3 − 10)           𝑀𝐴 =
2 𝐸𝐼

𝑙
[2𝜃𝐴 + 𝜃𝐵 − 3𝜓

𝐴𝐵
] 

 (.8-3ونجمعها مع المعادلة رقم ) 2( بالعدد 9-3نضرب المعادلة رقم )

2 (𝜂𝐴 − 𝜂𝐵) + 2𝜃𝐵  . 𝑙 +  
2 𝑀𝐴. 𝑙2

6𝐸𝐼
+  

4 𝑀𝐵. 𝑙2

6 𝐸𝐼
= 0      

3 (𝜂𝐴 − 𝜂𝐵) + 𝜃𝐴 . 𝑙 + 2 𝜃𝐵  . 𝑙 +  
3 𝑀𝐵. 𝑙2

6 𝐸𝐼
= 0      

 ، تصبح العلاقة السابقة:lعلى طول الجائز بتقسيم حدود المعادلة 
3 ( 𝜂𝐴 − 𝜂𝐵)

𝑙
+ 𝜃𝐴 +  2𝜃𝐵 +

𝑀𝐵 . 𝑙

2 𝐸𝐼
= 0        

      (3 − 11)              𝑀𝐵 = −
2 𝐸𝐼

𝑙
[2𝜃𝐵 + 𝜃𝐴 − 3𝜓

𝐴𝐵
] 

 عن قيم عزوم الوثاقات الناتجة عن    (11-3)و (10-3)ملاحظة: تعبر العلاقتان 
 حركة المساند في الجائز الموثوق من الطرفين.
العلاقة العامة  تصبح حركة في المساندوجود وفي حال وجود حمولات خارجية مع 

 هي: من الطرفينللجائز الموثوق 

     (3 − 12)           𝑀𝐴 = −
2

𝑙
(2 𝑅𝐴∗ − 𝑅𝐵∗) +

2 𝐸𝐼

𝑙
[2𝜃𝐴 + 𝜃𝐵 − 3𝜓

𝐴𝐵
] 

(3 − 13)    𝑀𝐵 = −
2

𝑙
(2 𝑅𝐵∗ −  𝑅𝐴∗) −

2 𝐸𝐼

𝑙
[2 𝜃𝐵 + 𝜃𝐴 − 3𝜓

𝐴𝐵
] 

 
 ملاحظة: 

إضافة للحمولات الخارجية فإنه  اتودورانات في الوثاق انتقالاتفي حال وجود 
 المسألة إلى قسمين:  تقسيميمكننا 

 القسم الأول: يخضع لتأثير الحمولات الخارجية فقط.
 تأثير الانتقالات فقطالقسم الثاني: يخضع ل
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أو  ويكون العزم المحصّل هو مجموع العزمين الناتجين عن الحمولات والانتقالات 
 (13-3)و  (12-3)تين نلجأ لاستخدام الحالة العامة الواردة في العلاق

من هبوط  A، تعاني الوثاقة L=6 meterجائز موثوق من الطرفين طوله  مثال:
. درجة 2˚ودوران مقداره 3mm لتأثير انتفاخ مقداره  B، وتخضع الوثاقة mm 2مقداره: 

 والمطلوب:
 .B، Aحساب قيمة عزوم الوثاقة في:  .6

 إيجاد ردود الأفعال ورسم مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف .5
 .EI = 1500 t.m²إذا علمت أن قيمة الصلابة الانعطافية تساوي 

 
 الحل:


𝐴

= +2 𝑚𝑚,     
𝐵

= −3 𝑚𝑚,       𝜃𝐵 = 2˚ ,        𝜃𝐴 = 0 

𝜃𝐵بتحويل زاوية دوران المسند    (B) . إلى الراديان 

𝜃𝐵 =
2 ×  𝜋

180
= 0.035    𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 

𝜓
𝐴𝐵

=
𝜂𝐵  −  𝜂𝐴

𝑙
=

−3 − 2

6000
= −

5

6000
 

𝑀𝐴 =
2 × 1500

6
[ 0 + 0.035 − 3 (

− 5

6000
)] = 18.7   𝑡. 𝑚 

𝑀𝐵 =  
− 2 × 1500

6
( 0.07 + 0 +

15

6000
) = −36.25    𝑡. 𝑚 
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العلاقة بين عزوم الوثاقات التامة في الجائز الموثوق من الطرفين، والجائز  3-4

 عن الحمولات الخارجية فقط ةالموثوق والمسنود الناتج
يطلق في بعض الأحيان على مفهوم عزم الوثاقة في الجائز الموثوق والمسنود 

، حيث يمكننا إيجاد عزم الوثاقة المعدل بالاعتماد على عزوم الوثاقة عزم الوثاقة المعدل
التامة لجائز موثوق من الطرفين له نفس مواصفات الجائز الأصلي من حيث الأطوال 

باستثناء أحد الوثاقات في الجائز الموثوق من الطرفين تحولت إلى ، والحمولات والمساند
 نود(.الجائز الموثوق والمس مسند بسيط )حالة

من العلاقات النظرية للجائز الموثوق والمسنود والجائز الموثوق من الطرفين وجدنا 
 أن:

 
 (17-3الشكل رقم )

𝑀𝐴𝑀𝐹 = −
3

𝑙
𝑅𝐴∗  , 𝑀𝐴

𝐹 = − 
2

𝑙
 ( 2 𝑅𝐴∗ −  𝑅𝐵∗ ) 

𝑀𝐵
𝐹 =  −

2

𝑙
 ( 2 𝑅𝐵∗ − 𝑅𝐴∗ )  

العزوم التي تسبب شداا في الألياف السفلية كما بفرض أن: العزوم الموجبة هي 
 (.67-4)هي موضحة في الشكل رقم 
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، 2على  Bمن علاقتي الجائز الموثوق من الطرفين لو قسمنا عزم الوثاقة في 
 لنتج لديــنا: Aوجمعناه مع عزم الوثاقة في 

𝑀𝐴 +
𝑀𝐵

2
=  − 

2

𝑙
( 2 𝑅𝐴∗ −  𝑅𝐵∗) −

 1

𝑙
  ( 2 𝑅𝐵∗ −  𝑅𝐴∗ ) 

𝑀𝐴 +
𝑀𝐵

2
=  − 

4 𝑅𝐴∗

𝑙
+  

2 𝑅𝐵∗

𝑙
  −  

2 𝑅𝐵∗

𝑙
+

𝑅𝐴∗

𝑙
 

𝑀𝐴 +
𝑀𝐵

2
= − 

 3 𝑅𝐴∗

𝑙
=  𝑀𝐴𝑀𝐹 

العلاقة التي تربط بين عزوم الوثاقات التامة لجائز موثوق من الطرفين وعزم 
 ومسنود هي:  قالوثاقة المعدل لجائز موثو 

(3 − 14)             𝑀𝐴𝑀𝐹 = 𝑀𝐴 +
𝑀𝐵

2
 

أوجد قيمة عزم الوثاقة المعدل لجائز موثوق ومسنود إذا علمت أن قيمة  مثال:
 عزوم الوثاقة لجائز موثوق من الطرفين هي على الشكل التالي:

𝑀𝐴 =  𝑀𝐵 = − 
𝑞𝑙₂

12
 

𝑀𝐴𝑀𝐹 = 𝑀𝐴 +
𝑀𝐵

2
 

𝑀𝐴𝑀𝐹 =  − 
𝑞𝑙2

12
+  ( − 

𝑞𝑙2

24
) = − 

𝑞𝑙2

8
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 الفصل الرابع
 ) المستمرةالجوائز  (الثلاثةالعزوم  معادلة

Three Moments Equation (Continuous Beams) 

 
  Preface :مقدمة 4-1

إيجاد قيمة العزوم في المساند الداخلية للجوائز  يهمن هذه النظرية  الغاية
 .أو في المساند الموثوقةالمستمرة 

التي تؤمن وسيلة ملائمة  ,Clapeyron in 1857تم تقديم هذه النظرية من العالم لقد 
لتحليل الجوائز المستمرة، تعتمد هذه النظرية على شرط التوافق في استمرارية ميل الخط 
 المرن في المساند الداخلية للجوائز المستمرة، وتحتوي المعادلة على ثلاثة عزوم انعطاف

التي كانت سببا مباشرا في تسمية هذه النظرية. وعند استخدام هذه  لثلاثة مساند متجاورة
النظرية في تحليل الجمل غير المقررة فإننا نعتبر أن العزوم في المساند الداخلية 
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والوثاقات هي مجاهيل فائضة، ويتم الاستعانة بنظرية العزوم الثلاثة في إيجاد العزوم 
 يق شرط التوافق. المجهولة في تلك المساند الداخلية بتطب

 
 (1-4الشكل رقم )

بعد إيجاد قيمة العزوم في المساند الداخلية لهذه الجوائز المستمرة يمكننا فصل كل 
حيث يمكن إيجاد ردود  ،مقرراا  ابسيط امع عزومها الداخلية وحمولاتها واعتبارها جائز  فتحة
في كافة مقاطع هذا فعال ورسم مخططات القوى الداخلية وحساب الانتقال والدوران الأ

  .الجائز
يوجد عدّة حالات لـدراسة الجوائز المستمرة وسوف نقتصر في دراستنا الحالية على 

  التاليتين:الحالتين 
  شاقولي.المساند ثابتة لا تعاني من أي انتقال  الأولى:الحالة 
 لذلك سوف نقوم بدراسة كل المساند.وجود انتقالات شاقولية في  الثانية:الحالة 
 منفرد.حالة بشكل 

    شاقولي.المساند ثابتة لا تعاني من أي انتقال الأولى: الحالة  4-2
ي أالجائز المستمر يتعرض لتأثير حمولات خارجية فقط مع مساند لا تعاني من 

( 6-3ت وأطوال هذا الجائز موضحة على الشكل رقم )لابفرض أن عطا شاقولي.انتقال 
 المستمرة.ز ئالخاصة بالجواالثلاثة  العزوماستنتاج علاقة المطلوب 

نقوم بتعويض قيمة عزوم  حيث BC، AB داخلتينالتين الفتحنقوم بعزل  العمل:
 فيموضح كما هو  بالاتجاه الموجب )شد ألياف سفلية( C، Aالمسندين الاستمرار في 
 (. 5-3الشكل رقم )

بحساب  نقومثم ، ABمن الفتحة  B نقوم بحساب الدوران في المسند الوسطي
 B المسندوبنتيجة استمرارية الجائز عند  BC   من الفتحة B الدوران في المسند الوسطي

 .متساوية الفتحتينالناتجة عن الدوران  تكون قيمة
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 المستمرة.هذا التساوي نستنتج علاقة العزوم الثلاثة للجوائز لونتيجة 
 ندالمسفصل كل فتحة بشكل منفرد ونعوض عزوم الاستمرار في ان :العمل

 الداخلية،

 
 (2-4الشكل رقم )

نستخدم نظرية الجائز البديل  AB من الفتحة B لإيجاد قيمة الدوران في المسند 
 فيموضح كما هو  AB   الفتحة تجزئهعلى مبدأ تنضد الآثار ، وبذلك يمكننا  معتمدين

 (. 4-3الشكل رقم )

 
 (3-4الشكل رقم )

 .التحميل لمختلف حالاتنرسم مخطط عزم الانعطاف 

 
 فيموضح كما هو  البديلعلى الجائز EI   نحمل مخطط عزم الانعطاف مقسوماا 

 (. 3-3الشكل رقم )
عن مساحة مخطط عزم الانعطاف الناتج عن الحمولات الخارجية   ∗𝐹حيث تعبر

 .المسند نأخذ مجموع العزوم حول  Bلحساب الدوران في  بسيط.فقط لجائز 
∑ 𝑀𝐴∗  = 0 ⟹ 

𝜃𝐵. 𝑙𝐴𝐵  + 
𝑀𝐵. 𝑙𝐴𝐵

2 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
 ∙  

2 𝑙𝐴𝐵

3
 +  

𝐹𝐴𝐵

(𝐸𝐼)𝐴𝐵
 ∙ 𝑎 +

𝑀𝐵. 𝑙𝐴𝐵

2 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
 ∙  

 𝑙𝐴𝐵

3
 = 0 
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الناتج  Bعلى قيمة الدوران في المسند نحصل  Lالفتحة بتقسيم العلاقة على طول 
 .ABالفتحة عن 

 
 (4-4الشكل رقم )

(4 − 1)      −  𝜃𝐵 =
 2 𝑀𝐵. 𝑙𝐴𝐵

6 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
+  

𝐹𝐴𝐵

(𝐸𝐼)𝐴𝐵
  

𝑎

𝑙𝐴𝐵
+  

𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵

6 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
 

باستخدام  BCالفتحة الناتج عن  Bسلوب نحسب الدوران في المسند وبنفس الأ
تجزئة الحمولات ومخططات  في الآثارنظرية الجائز البديل والاعتماد على مبدأ تنضد 

 .عزم الانعطاف الناتجة عنها

 

 
 .  Cنأخذ العزوم حول المسند   Bلحساب الدوران في المسند 

∑ 𝑀𝐶  = 0 ⟹ 
𝜃𝐵 . 𝑙𝐵𝐶  −  

𝑀𝐵 ∙ 𝑙𝐵𝐶

2 (𝐸𝐼)𝐵𝐶
 ∙  

2 𝑙𝐵𝐶

3
 −  

𝐹𝐵𝐶

(𝐸𝐼)𝐵𝐶
 ∙ 𝑑 +

𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶

2 (𝐸𝐼)𝐵𝐶
  

 𝑙𝐵𝐶

3
 = 0 

        (4 − 2)       𝜃𝐵 =
 2 𝑀𝐵 ∙ 𝑙𝐵𝐶

6 (𝐸𝐼)𝐵𝐶
+  

𝐹𝐵𝐶

(𝐸𝐼)𝐵𝐶
 ∙  

𝑑

𝑙𝐵𝐶
+  

𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶

6 (𝐸𝐼)𝐵𝐶
 

4) تينبمساواة العلاق − 4)و   (1 −  نجد:  (2
2 𝑀𝐵. 𝑙𝐵𝐶

6 (𝐸𝐼)𝐵𝐶
+ 

𝐹𝐵𝐶 . 𝑑

(𝐸𝐼)𝐵𝐶 . 𝑙𝐵𝐶
+ 

𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶

6 (𝐸𝐼)𝐵𝐶

=  −
2 𝑀𝐵. 𝑙𝐴𝐵

6 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
−  

 𝐹𝐴𝐵. 𝑎

(𝐸𝐼)𝐴𝐵. 𝑙𝐴𝐵
−  

𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵

6 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
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خر نحصل آبوضع قيمة عزوم المساند في طرف والحمولات الخارجية في طرف 
  لاقة التالية:الع على

 (4 − 3)    
 𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵

6 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
+  

2 𝑀𝐵

6
( 

 𝑙𝐵𝐶

 (𝐸𝐼)𝐵𝐶
+

𝑙𝐴𝐵

 (𝐸𝐼)𝐴𝐵
 ) +

2 𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶

6 (𝐸𝐼)𝐵𝐶

= − 
 𝐹𝐴𝐵 . 𝑎

(𝐸𝐼)𝐴𝐵. 𝑙𝐴𝐵
− 

𝐹𝐵𝐶 . 𝑑

(𝐸𝐼)𝐵𝐶 . 𝑙𝐵𝐶
 

  قيمة:ض بتعوي
 𝐹𝐴𝐵 . 𝑎

𝑙𝐴𝐵
= 𝑅𝐵𝑙

∗
 

والناتجة عن  ،ABللفتحة  Bالمسند ي تساوي إلى رد الفعل في تبما يساويها وال
وكذلك   بسيط.حمولة مخطط عزم الانعطاف الناتجة عن الحمولات الخارجية فقط لجائز 

 قيمة:وكذلك بتعويض  ،BC للفتحة:بالنسبة 
 
𝐹𝐵𝐶 . 𝑑

𝑙𝐵𝐶
= 𝑅𝐵𝑟

∗  
والناتجة عن  ،BCللفتحة  Bالمسند بما يساويها والتي تساوي إلى رد الفعل في 

 فقط.الناتجة عن الحمولات الخارجية و حمولة مخطط عزم الانعطاف لجائز بسيط 
  :( لتصبح العلاقة3-4في العلاقة ) الوهميةبعد تعويض قيمة ردود الأفعال 

(4 − 4)    
𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵

(𝐸𝐼)𝐴𝐵
+ 2 𝑀𝐵 (

𝑙𝐵𝐶

(𝐸𝐼)𝐵𝐶
+

𝑙𝐴𝐵

(𝐸𝐼)𝐴𝐵
) +

𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶

(𝐸𝐼)𝐵𝐶

= −6 (
𝑅𝐵𝑙

∗

(𝐸𝐼)𝐴𝐵
+

𝑅𝐵𝑟
∗

(𝐸𝐼)𝐵𝐶
) 

وتعبر هذه العلاقة عن قيمة العزوم في مساند الجوائز المستمرة الناتجة عن 
 فقط.الحمولات الخارجية 

 

 Special Cases :خاصةحالات  4-2-1
 الحالة الأولى

 Eة مؤلفة من مادة واحدة )عندما تكون قيمالفتحات إذا كانت جميع 
4)تصبح العلاقة متساوية(  −  على النحو التالي: (4

 (4 − 5)  
𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
+ 2 𝑀𝐵 (

𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
+

𝑙𝐵𝐶

𝐼𝐵𝐶
) + 𝑀𝐶

𝑙𝐵𝐶

𝐼𝐵𝐶
= −6 (

𝑅𝐵𝑙
∗

𝐼𝐴𝐵
+

𝑅𝐵𝑟
∗

𝐼𝐵𝐶
) 
 ثابتة Iون قيمة كت عندما فتحاته، في جميع اكان مقطع الجائز متساوي إذا .6

تصبح العلاقة السابقة على ( الوارد أعلاه 6إضافة لتحقيق الشرط )لجميع الفتحات 
  التالي:النحو 

   (4 − 6)  𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵 + 2 𝑀𝐵(𝑙𝐴𝐵 + 𝑙𝐵𝐶) + 𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶 = −6(𝑅𝐵𝑙
∗ + 𝑅𝐵𝑟

∗ ) 
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 Procedures Analyzingإجراءات التحليل: 4-2-2

لجائز مستمر على خمسة مساند  لإيجاد قيمة العزوم في المساند الداخلية
ABCDE  1بأطوال فتحاتl  2وl  3وl  4وl   ،يلي:نتبع ما وكذلك العطالات 

  نبدأ بأول فتحتينABC. 

𝑀𝐴 ∙
𝑙1

𝐼1
+ 2 𝑀𝐵 (

𝑙1

𝐼1
+

𝑙2

𝐼1
) + 𝑀𝐶

𝑙2

𝐼2
= −6 (

𝑅𝐵𝑙
∗

𝐼1
+

𝑅𝐵𝑟
∗

𝐼2
) 

 نأخذ الفتحين و نحو اليمين  انزلق مسندنBCD. 

𝑀𝐵 ∙
𝑙2

𝐼2
+ 2 𝑀𝐶 (

𝑙2

𝐼2
+

𝑙3

𝐼3
) + 𝑀𝐷

𝑙3

𝐼2
= −6 (

𝑅𝐶𝑙
∗

𝐼2
+

𝑅𝐶𝑟
∗

𝐼3
) 

 نأخذ الفتحين و  أيضاا نحو اليمين  ا آخرانزلق مسندنCDE. 

𝑀𝐶 ∙
𝑙3

𝐼3
+ 2 𝑀𝐷 (

𝑙3

𝐼3
+

𝑙4

𝐼4
) + 𝑀𝐸

𝑙4

𝐼4
= −6 (

𝑅𝐷𝑙
∗

𝐼3
+

𝑅𝐷𝑟
∗

𝐼4
) 

  ملاحظة:
 ةبالمسند الأول ونهاية المعادلة الأخير  يجب أن تكون بداية المعادلة الأولى 

 الأخير.بالمسند 

 :أننا استخدمنا هنا ثلاثة علاقات من علاقات الجوائز المستمرة والمجاهيل  نلاحظ
هي مساند بسيطة     Aو  E، وباعتبار أن المسندين  DM،CM ،BM هي:هنا 

 .ةمعدومتكون  AM و    EMخارجية فإن قيمة العزمين 
  

 

 Special Cases :خاصةحالات  4-2-1
 الثانيةالحالة 

 ثابتة Iون قيمة كت عندما فتحاته،في جميع  اكان مقطع الجائز متساوي إذا
تصبح العلاقة  في الحالة الأولىإضافة لتحقيق الشرط الوارد لجميع الفتحات 

  التالي:السابقة على النحو 

   (4 − 6)  𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵 + 2 𝑀𝐵(𝑙𝐴𝐵 + 𝑙𝐵𝐶) + 𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶 = −6(𝑅𝐵𝑙
∗ + 𝑅𝐵𝑟

∗ ) 
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 Examples: أمثلة وتطبيقات عملية 4-2-3

يتعرض لتأثير الحمولات  ABCبسيطة جائز مستمر على ثلاثة مساند  (:6مثال )
 والمطلوب: ،(EI = constant)ثابتة الموضحة بالشكل فإذا كانت الصلابة الانعطافية 

 الثلاثة.قرر هذا الجائز بالاعتماد على علاقة العزوم  .6

 الانعطاف.أوجد ردود الأفعال وارسم مخططات القوى القاطعة وعزوم  .5

 فقط. ةنه يوجد لدينا ثلاثة مساند فيلزمنا معادلة واحدأباعتبار  الحل:
𝑀𝐴. 𝑙𝐴𝐵 + 2 𝑀𝐵 ( 𝑙𝐴𝐵 + 𝑙𝐵𝐶  ) +  𝑀𝐶   𝑙𝐵𝐶 = −6 ( 𝑅𝐵𝑙

∗ + 𝑅𝐵𝑟
∗  ) 

 ∗𝐑وهميةردود الأفعال القيمة ليجاد 
 يلي:الذي يعبّر عن الطرف الأيمن لـمعادلة العزوم الثلاثة نتبع ما  

 بسيط.نعزل كل فتحة مع حمولاتها الخارجية ونعتبرها جائز  (6

نرسم مخطط عزم الانعطاف الناتج عن الحمولات الخارجية لهذا الجائز  (5
 البسيط.

حملها على نوهمية خارجية نعتبر مخطط عزم الانعطاف عبارة عن حمولة  (4
 بسيطين.جائز بسيط مسنود على مسندين 

 الأسفل.اتجاه التحميل نحو يكون * إذا كان مخطط عزم الانعطاف موجب  

 الانعطاف.نوجد رد الفعل الناتج عن حمولة مخطط عزم  (3

 العلاقة.نفرض اتجاه رد الفعل نحو الأعلى والإشارة الناتجة نعوضها في 

 

جملة ثلاثة معادلات بثلاثة مجاهيل نحصل  بحل  E= M AM   0 =أي:
 الداخلية.على قيمة العزوم في المساند 
 .2-إلى عدد المساند البسيطة  =عدد المعادلات اللازمة 

  واحدة.في حال وجود ثلاثة مساند بسيطة يلزمنا معادلة 

  معادلات.في حال وجود خمسة مساند بسيطة يلزمنا ثلاثة 
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مساند بسيطة خارجية لا تخضع لتأثير عزوم خارجية فإن قيمة    Aو  C نأبما 

 السابقة.وتصبح العلاقة  ،MA = MC = 0 الصفرساوي تالعزوم في كل منهما 

2 𝑀𝐵 (4 + 6) =  −6 (𝑅𝐵𝑙
∗ + 𝑅𝐵𝑟

∗ ) ⟹ 20 𝑀𝐵 = −6 (𝑅𝐵𝑙
∗ + 𝑅𝐵𝑟

∗ ) 

 يلي:الواردة في الطرف الأيمن للعلاقة نتبع ما     ∗Rلنوجد قيمة
 الخارجية.نعزل كل فتحة مع حمولاتها  .6

 

 فتحة.نرسم مخطط عزم الانعطاف لكل  .5

 

 معقدة.* يمكن اللجوء إلى مبدأ تنضد الآثار إذا كانت الحمولات 

نعتبر مخطط عزم الانعطاف عبارة عن حمولة خارجية أو ما يسمى بالحمولة  .4
بسيط ونوجد ردود الأفعال لهذا الجائز )ردود الأفعال ونحملها على جائز  ،الوهمية
 (.الوهمية

 .العزوم الثلاثةبعلاقة  الوهميةنعوض قيم ردود الأفعال  .3

جائز المستمر ذو في ال )شد ألياف علوية(مع اتجاهه MB  نعوض قيمة العزم .2
  (2-3كما هو مبين في الشكل رقم )الفتحتين 
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20 𝑀𝐵 = −6(16 + 18) = −204 

𝑀𝐵 = −
204

20
= −10.2  𝑡. 𝑚   شد ألياف علوية 

من أجل ايجاد ردود الأفعال ورسم مخططات القوى الداخلية نفصل كل فتحة مع  .1
 .يجادها من الطلب الأولالتي تم ا م الاستمرار للمساند الداخليةو الحمولات الخارجية وعز 

 
 (5-4الشكل رقم )

a)  نوجد ردود الأفعال بالاعتماد على مبدأ تنضد الآثار حيث نوجد ردود الأفعال الناتجة
في  كما هو موضحعن الحمولات الخارجية وردود الأفعال الناتجة عن عزوم المساند 

 (.6-3رقم )الجدول 

 ( ردود الأفعال في المساند1-4الجدول رقم )

b)  فتحة.نرسم مخطط القوى القاطعة لكل 

c)  فتحة.نرسم مخطط عزم الانعطاف لكل 

نعدم معادلة القوى القاطعة أو نعتمد    AB الفتحةزم الأعظمي في لإيجاد قيمة الع
 القاطعة.تشابه المثلثات في مخطط القوى  على

 C 2B 1B A سندالم
رد فعل الحمولة 

 الخارجية
4 4 12 12 

 1.7 1.7 2.55 -2.55- رد فعل المزدوجة

 2.3 5.7 14.55 9.45 رد الفعل المحصل

=2.3CR =14.55+5.7=20.25BR =9.45AR 
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𝑀𝑥 = 9.45𝑥 − 6 
𝑥2

2
 ⟹ 

𝑇𝑥 = 9.45 − 6𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 1.575  
 𝑀𝑚𝑎𝑥 = 9.45 ∗ 1.575 − 3 ∗ 1.5752 = 7.44 𝑡. 𝑚 

   AB نوجد نقطة انعدام العزم في الفتحة
𝑀 = 0 ⟹ 9.45𝑥 − 3𝑥² = 0 ⟹ 𝑥 =

9.45

3
= 3.15 

من معادلة القوى القاطعة يكون    BC, لإيجاد قيمة العزم الأعظمي في الفتحة
، وبالتالي نوجد قيمة العزم الأعظمي  F موقع العزم الأعظمي تحت تأثير الحمولة المركزة

= xعندما تكون قيمة 3   . 

𝑀 = 2.3𝑥 ⟹ 𝑀𝑚𝑎𝑥 = 6.9  𝑡. 𝑚 

 التالي.عدام العزم في المجال لإيجاد موقع ان
𝑀 = 10.2 + 5.7 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 1.79   

 

 Special Cases :صةخاحالات  4-2-4
 عندما يكون أحد المساند الخارجية مسنداا موثوقاا  :الثالثةالحالة 

نستبدل الوثاقة بمسندين بسيطين المسافة بينهما تنتهي إلى الصفر 
 اللانهاية.والعطالة بينهما تنتهي إلى 

𝑙 0 → 0         𝐼 0 → ∞ 
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 A,  وموثوق في  C , Bجائز مستمر بفتحتين يستند على مسندين بسيطين في :(5) مثال

  :، المطلوبEI=Constantصلابة انعطافيه ثابتة ذو 
 ثلاثة.القرر هذا الجائز بالاعتماد على معادلة العزوم  .6

 الانعطاف.أوجد ردود الأفعال وارسم مخططات القوى القاطعة وعزم  .5

 

ر مقرر خارجياا من الدرجة الثانية ذلك يكون عدد المعادلات اللازمة يهذا الجائز غ
4)هو: − 2 = حيث يتم استبدال الوثاقة بمسندين بسيطين فيصبح شكل الجائز كما     (2

 (1-3رقم )الشكل هو مبين في 

 
 (6-4قم )الشكل ر 

 ونكتب معادلة العزوم الثلاثة . A , B  0A ,وهي: نأخذ أول ثلاثة مساند 

𝑀𝐴0  
𝑙 0
𝐼 0

+  2 𝑀𝐴 (
𝑙 0
𝐼 0

+
10

𝐼
) + 𝑀𝐵 

10

𝐼
= −6 (

𝑅𝐴𝑙
∗

𝐼 0
+

𝑅𝐴𝑟
∗

𝐼
) 

, 𝑙 0 نعدم الحدود التي تحتوي على 𝐼 0   بالشكل:فتصبح العلاقة 
20 𝑀𝐴

𝐼
+

10 𝑀𝐵

𝐼
=  −6 

𝑅𝐴𝑟
∗

𝐼
 

20 𝑀𝐴 + 10 𝑀𝐵 =  −  6 𝑅𝐴𝑟
∗  

بما أن  .ABC زلق مسند نحو اليمين ونكتب معادلة العزوم الثلاثة للمساندنن
𝑀𝐶 قيمة:مسند خارجي فإن  Cالمسند  = 0 
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𝑀𝐴  
10

𝐼 
+  2 𝑀𝐵 (

10

𝐼 
+

10

𝐼
) + 𝑀𝐶  

10

𝐼
= −6 (

𝑅𝐵𝑙
∗

𝐼 
+

𝑅𝐵𝑟
∗

𝐼
) 

10 𝑀𝐴 + 40 𝑀𝐵 = −  6 (𝑅𝐵𝑙
∗ + 𝑅𝐵𝑟

∗ )  

في كل من  الوهميةنوجد الحد الأيمن من العلاقة وهي ردود الأفعال  ثانياا:
حيث نفصل الجائز المستمر إلى فتحات مستقلة محملة بالحمولات   B , A المسندين

 الخارجية فقط.

 
 الفتحات.مخطط عزم الانعطاف لهذه نرسم ـ 

 
 بسيط،خارجية محملة على جائز  )مرنة(تعتبر هذه المخططات حمولة وهمية 

 .∗Rالوهميةونوجد ردود الأفعال 

 
 ( .1ونجمعها مع المعادلة رقم ) )-(2( بـ 2نضرب المعادلة )

−20 𝑀𝐴 − 80 𝑀𝐵 = 2700 
0 − 70 𝑀𝐵 = 1800  →     𝑀𝐵 = −25.7 

 ( 2( ونجمعها مع المعادلة رقم )-4( بـ )1لة )نضرب المعاد
−80 𝑀𝐴 − 40 𝑀𝐵 = 3600 

−70 𝑀𝐴 = 2250    →  𝑀𝐴 = −32.1 
يجاد ردود الأفعال لكل إيجاد قيمة العزوم في الوثاقة والمسند الداخلي يمكننا إ بعد

بشكل مستقل مع الأخذ بعين الاعتبار قيمة عزوم المساند إضافة للحمولات  فتحة
 (.5-3( والجدول رقم )7-3كما هو مبين في الشكل رقم ) الخارجية
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 (7-4الشكل رقم )

 ( قيم ردود الأفعال في المساند2-4الجدول رقم )

القوى القاطعة وعزم الانعطاف بالاعتماد على ردود الافعال  ينرسم مخطط
ثم نوجد قيم نقاط انعدام عزم الانعطاف والنهايات  المساندوالحمولات الخارجية وعزم 

 العظمى له.
 ABأولا: الفتحة 

𝑀1 = −32.1 + 12.64 . 𝑥1      , 𝑀2 = −25.7 + 11.36 . 𝑥2 

𝑀1𝑚𝑎𝑥 (𝑥 = 5) = 31.1𝑡𝑚 

𝑀1 = 0 ⟹ 𝑥1 = 2.54   ,   𝑀2 = 0 ⟹ 𝑥2 = 2.26 

 BC ثانيا: الفتحة

𝑀3 = 3.43 . 𝑥   ,    𝑀4 = −25.7 + 8.57 𝑥 

𝑀3𝑚𝑎𝑥(𝑥 = 5) = 17.15   ,     𝑀4 = 0 ⟹ 𝑥 = 3 

 C 2B 1B A المسند
 6 6 12 12  ةيرد فعل الحمولة الخارج

 2.57 2.57 -0.64 0.64- رد فعل المزدوجة

 3.43 8.57 11.36 12.64 رد الفعل المحصل

=3.43CR =11.36+8.57=19.93BR =12.64AR 

 ملاحظة هامة جدا

 ،في المسند في طرف المعادلة الأيسردخال قيمة العزم المؤثر إلا يجوز 
يجاد ردود الأفعال المرنة و  الناتجة عن العزم المؤثر في المسند في الطرف  *Rا 

 الأيمن من المعادلة بآن واحد.
نوجد  أوإما أن نعوض العزم بقيمته الجبرية في طرف العلاقة الأيسر 

 يمن من العلاقة.ردود الأفعال المرنة الناتجة عن العزم ونعوضها في الطرف الأ
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 ةعلى ثلاثة مساند بسيطة يتعرض لتأثير حمولات مركز  جائز مستمر(: 4) مثال
 والمطلوب: ،CDبظفر ، وينتهي A المسندعزم تؤثر على  ومزدوجة، BCفي الفتحة 

 الثلاثة.قرر هذا الجائز باستخدام نظرية العزوم  .6

 الانعطاف.إيجاد ردود الأفعال ورسم مخططات القوى القاطعة وعزم  .5

 Special Case :الرابعةالحالة الخاصة  4-2-5
على  عزم تؤثر مزدوجةأو يخضع لتأثير  ظفربعندما يبدأ أو ينتهي الجائز 

 بطريقتين:يمكننا حل هذه الحالة  الخارجية.مسانده البسيطة 
هي إدخال العزم الناتج عن الظفر في الحد الأيسر لمعادلة  الأولى: الطريقة

المساند الخارجية وتساوي إلى قيمة  فيوبالتالي يصبح للعزم قيمة  الثلاثة،زوم الع
 المؤثر.عزم الظفر أو إلى قيمة العزم 

هي إدخال العزم الناتج عن الظفر في الحد الأيمن لمعادلة  الثانية:الطريقة 
 حيث نرسم .المرنةوبالتالي تصبح ضمن الحد الخاص بالحمولات  الثلاثة،العزوم 
عنها إضافة ردود الأفعال المرنة الناتجة  نوجدو  عنها،عزم الانعطاف الناتج  طمخط

في المساند الخارجية تساوي  المؤثرة قيمة العزوم تكونوبالتالي  للحمولات الخارجية
 الصفر.
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التي تؤثر على المساند  إدخال المزدوجات ىتقتصر عل للحلالطريقة الأولى 

نكتب معادلة العزوم حيث  عزم الظفر في الطرف الأيسر للمعادلة وأالبسيطة الخارجية 
 على النحو التالي: الثلاثة

𝑀𝐴 ∙
4

𝐼
+  2 𝑀𝐵 (

4

𝐼
+  

6

 2 𝐼
) +  𝑀𝐶  ∙

6

 2 𝐼
= −  6 (

𝑅𝐵𝑙
∗

𝐼
+ 

𝑅𝐵𝑟
∗

2 𝐼
)  

وهي    MA = 8 tm فإن   Ton 8 شدتها   A المسندفي  مزدوجةه يوجد بما أن
فإنه    C المسندوكذلك نتيجة وجود ظفر في  السفلية،ها تسبب شداا في الألياف لأنموجبة 

𝑀𝐶 )   عزم شدتها مزدوجةيتعرض لتأثير  = −  4   𝑡. 𝑚) ( . علوية) شد ألياف 
فتحات بسيطة تخضع  الىالجائز  نجزئلـذلك  ثة،العزوم الثلانوجد الحد الأيمن لمعادلة 
 فقط.لتأثير الحمولات الخارجية 

 
قيم نوجد ج عن الحمولات الخارجية لكل فتحة و نرسم مخطط عزم الانعطاف النات

B الوهميةردود الأفعال 
*R. 

في  Aالناتج عن تأثير الظفر والعزم المؤثر على المسند نعوض قيمة العزم 
 الطرف الأيمن لعلاقة العزوم الثلاثة. في  الوهميةوردود الأفعال لاقة، الطرف الأيسر للع
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8 ∗ 4 + 14 𝑀𝐵 + (−4) ∗ 3 = −6 (𝑂 +

16

2
) 

32 + 14 𝑀𝐵 − 12 = − 48 

14 𝑀𝐵 = − 68 ⟹ 𝑀𝐵 = −
68

14
=  −  4.857 

تأثير و  Aالمؤثرة على المسند  ةالمزدوجتأثير وهي ادخال  للحل:الطريقة الثانية 
 (.الوهميةضمن الحمولة  )إدخالهاالأيمن للعلاقة عزم الظفر في الطرف 

 
على المساند ؤثرة المزدوجات المتأثير ندخل  ،بسيطةلى فتحات إالجائز  ئةعند تجز 

الخاص بها إضافة  ونرسم مخطط عزوم الانعطاف الخارجية، الحمولات معالخارجية 
 .BCمعتمدين على مبدأ تنضد الآثار للفتحة  للحمولات الخارجية

 
16=-12=4تكون قيمة حيث  عنهاالناتجة  الوهميةردود الأفعال قيمة ونوجد  

Br

*

R 
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في الطرف الأيسر للمعادلة  MA = MC =0 قيمة عزوم المساند الخارجيةوض نع

 الطرف الأيمن للمعادلة.في  الوهميةنعوض قيمة وردود الأفعال ثم 
14 𝑀𝐵 = −  6 (5.33 +

12

2
) ⟹ 𝑀𝐵 = −  4.857 

يجاد ردود الأفعال إن نستطيع الآ   B مة العزم في المسند الداخليبعد إيجاد قي
الجدول ( و 3-3الشكل رقم ) الانعطاف والمبينة فيورسم مخططات القوى القاطعة وعزم 

 (.9-3رقم )الشكل ( و 4-3رقم )
𝑀𝑔   من اليسار   = 4.14 × 2 − 4.857 = 3.423 

𝑀𝑘    من اليمين = −2 × 4 + 5.86 × 2 = 3.72 

 
 (8-4قم )الشكل ر 

 (3-4الجدول رقم )

 C 2B 1B A المسند
 2 4 0 0+4  رجيةرد فعل الحمولة الخا

 0.14 0.14 3.2 -3.2- رد فعل المزدوجة

 5.86 4.14 3.2 -3.2 رد الفعل المحصل
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5.86=CR 7.34=3.2+4.14=BR 3.2- =AR 

 
 (9-4الشكل رقم )

 

 
يتعرض لتأثير حمولة    ABC مستمر على ثلاثة مساند بسيطة جائز(: 3) مثال
 شدتهاB  تؤثر على المسند    Z ، ومزدوجة عزم Ton 6 شدتها   BC الفتحةمركزة في 

10 𝑡. 𝑚  طول الفتحة ، AB   4 التهمتر وعطا I  وطول الفتحة ، BC    6 متر
 طلوب:والم  I 2لتهاوعطا

 الثلاثة.قرر هذا الجائز باستخدام معادلة العزم  .6

 الانعطاف.أوجد ردود الافعال وارسم مخططات القوة القاطعة وعزم  .5

 .   C , B , Aاحسب قيمة الدوران في المساند .4

بعد ايجاد قيمة العزم النهائي في المسند المذكور نقوم بعملية الاضافة 
الجبرية لهذه المزدوجة للعزم المؤثر في المسند بالنسبة للفتحة التي تم اخضاعها 

 المزدوجة.ثير هذه لتأ

  Special Case: الخامسة الحالة الخاصة 4-2-6
 .حالة وجود مزدوجة عزم تؤثر على المسند الداخلي للجائز

في حال وجود مزدوجة عزم تؤثر على المسند الداخلي للجائز نقوم 
ونعتبرها حمولة  للمسند،الى احدى الفتحتين المجاورتين بإدخال هذه المزدوجة 
 الظفر(.مرّ معنا في الطريقة الثانية لحالة  )كماخارجية على هذه الفتحة 

لية الاضافة بعد ايجاد قيمة العزم النهائي في المسند المذكور نقوم بعم
الجبرية لهذه المزدوجة للعزم المؤثر في المسند بالنسبة للفتحة التي تم اخضاعها 

 المزدوجة.لتأثير هذه 
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هذه  نأاعتبار  فيمكن   Z لتأثير مزدوجة عزم يخضع B المسند أنبما  الحل:

 تين:لسوف نقوم بحل هاتين الحالذلك    BC و الفتحةأ   AB المزدوجة تؤثر على الفتحة
حيث يصبح شكل الجائز    AB تؤثر في الفتحة   Z المزدوجة الأولى:الحالة 

 (61-3الشكل رقم ) فيهو مبين  كما المستمر

 
 (11-4الشكل رقم )

 يجب: المدروسةلكي يتم وضع المزدوجة في اتجاهها الصحيح بالنسبة للفتحة 
 دوران المزدوجة على جهة يجب أن نحافظ  .6

  .التي تؤثر عليهاباتجاه الفتحة يكون المزدوجة  تقعر .5

 الثلاثة.نكتب معادلة العزوم  .4

𝑀𝐴 ∙
4

𝐼
+ 2 𝑀𝐵 (

4

𝐼
+

6

2 𝐼 
) + 𝑀𝐶  ∙

6

2 𝐼 
=  −  6 (

𝑅𝐵𝑙
∗

𝐼
+  

𝑅𝐵𝑟
∗

2  𝐼 
) 

 عزوم،ات مساند خارجية لا تخضع لتأثير مزدوج  A و  C أنبما 
 نجد:طرفي العلاقة  من I عزم العطالة  وباختصار MA = MC = 0فإن:  

14 MB = - 6 (𝑅𝐵𝑙
∗ + 

𝑹𝑩𝒓
∗

𝟐
) 

 :الوهميةيجاد ردود الأفعال إ
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أولا: نفصل الفتحات عند المساند محملة بالحمولات الخارجية " تعتبر المزدوجة من 
 حمولة وهمية خارجية هنعتبر و  الانعطافعزم  مخططاتنرسم و  الحمولات الخارجية"

 بسيط.على جائز  مرنة( )حمولة 
 الثلاثة.في علاقة العزوم     ∗R الوهميةنعوض قيمة ردود الأفعال 

14 𝑀𝐵 =  −  6 (−  13.33 +
10.66

2
) = 48 → 𝑀𝐵 = 3.43 

 

 
 أصبح المسند(، 66a-3كما هو مبين في الشكل رقم ) BMنعوض مزدوجة العزم 

B   للفتحةبع التا AB    هما:يخضع لتأثير مزدوجتي عزم MB=3.43 t.m  
 Z = -10t.m   6.57- =10-3.43محصلة هاتين المزدوجتين  نوبالتالي تكوtm  حيث نقوم

 .(66b-3كما هو مبين في الشكل رقم ) جمعا جبرياا بجمعها 

 
 (11-4الشكل رقم )
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حيث يصبح شكل    BC ةعلى الفتح   Z المزدوجة تؤثر اعندم ثانية للحل: طريقة
 .(65-3الموضح في الشكل رقم ) المستمرالجائز 

 
 (12-4الشكل رقم )

 وهي:يمكننا اعتماد معادلة العزوم الثلاثة التي مرت معنا في الحالة الأولى 

14 𝑀𝐵 =  −  6 (𝑅𝐵𝑙
∗ +  

𝑅𝐵𝑟
∗

2
)  

 فقط.مولاتها الخارجية نقوم بفصل الفتحات مع ح  ∗R الوهميةلإيجاد ردود الأفعال 

 
 الثلاثة.في معادلة العزوم ونعوضها  الوهميةقيمة ردود الأفعال  نوجد

 

 
14 𝑀𝐵 = −6 (𝑂 +

30.66

2
) = −92     →   𝑀𝐵 =  −6.57 

 أصبح المسند(، 64a-3كما هو مبين في الشكل رقم ) BMنعوض مزدوجة العزم 

B  للفتحةالتابع BC    همايخضع لتأثير مزدوجتي عزم:MB= -6.57 t.m ، Z =  

10t.m  3.43 =10+ 6.57-محصلة هاتين المزدوجتين  نوبالتالي تكوtm  حيث نقوم
 .(64b-3كما هو مبين في الشكل رقم ) جمعا جبرياا بجمعها 



136 

كما  ونحملها بحمولاتها الخارجية المؤثرة عليها فتحة،لإيجاد ردود الأفعال نعزل كل 
 .(3-3رقم )الجدول و  (64b-3)( أو 66b-3هو مبين في الشكل رقم )

 
 (13-4الشكل رقم )

 (4-4الجدول رقم )

 C 2B 1B A المسند
 4 2 0 0 رد فعل الحمولة الخارجية

 0.57 0.57- 1.64 -1.64 رد فعل المزدوجة

 4.57 1.43 1.64 -1.64 رد الفعل المحصل

4.57=CR 3.07=1.64+1.43=BR 1.64- =AR 
 ي موضحة في الشكلهلقوة القاطعة وعزم الانعطاف فا مخططات أما

 (63-3رقم ) 

 
 (14-4الشكل رقم )
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  Special Casesلسادسة: االحالة الخاصة  4-2-7

 عكسياً.المتناظرة والجوائز المتناظرة  الجوائز

والمساند  والأبعادبالشكل  اكان متناظر  إذانقول عن جائز أنه متناظر 
المسند  يكافئالأخذ بعين الاعتبار أن المسند الثابت  )معوالعطالات والحمولات 

 محورية(.حال عدم وجود قوى ي فالمنزلق 
بعاد بالشكل والأ اكان متناظر  إذانقول عن الجائز أنه متناظر عكسياا 

 التناظر.والمساند والعطالات وكانت الحمولات متناظرة عكسياا حول محور 
 

 

عزم  علاقةبق  نط   C، B، A لـحساب قيمة الدوران في المساند الثالث:الطلب 
   B، A المسندين:بين  الثانية المساحة

𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 = 𝑦′
𝐴

∙ 𝑙𝐴𝐵 −  𝑊𝐴𝐵 𝐶𝐵  ,      𝑦𝐴 = 𝑦𝐵 = 0 

𝑦′
𝐴

∙ 𝑙𝐴𝐵 = 𝑊𝐴𝐵 ∙  𝐶𝐵 

𝑦′
𝐴

∗ 4 = − (
6.57

𝐸𝐼
∗

4

2
) ∗ (

4

3
)    𝑦′

𝐴
=  −

4.38

𝐸𝐼
 

 :   B  ، A الأولى بين المسندين علاقة عزم المساحةباستخدام 
𝑦′𝐵 − 𝑦′𝐴 =  − 𝑊𝐴𝐵 ⟹ 𝑦′𝐵 =  𝑦′𝐴 − 𝑊𝐴𝐵 

𝑦′
𝐵

= −
4.38

𝐸𝐼
 −  (−

13.14

𝐸𝐼
) =  

8.76

𝐸𝐼
  مع عقارب الساعة   

الأولى بين المسندين  علاقة عزم المساحةنطبق    Cالمسند لـحساب الدوران في 
C و B  

𝑦′𝐶 − 𝑦′𝐵 =  − 𝑊𝐵𝐶 ⟹ 𝑦′𝐶 =  𝑦′𝐵 − 𝑊𝐵𝐶 

𝑊𝐵𝐶 = [  (9.14 + 3.43)  
4

2
+  9.14 ∗  

2

2
    ]

1

2𝐸𝐼
=  

17.14

𝐸𝐼
 

𝑦′𝐶 =  
8.76

𝐸𝐼
−  

17.14

𝐸𝐼
= − 

8.38

𝐸𝐼
 

 المرن:رسم الخط 

 

𝒚′𝑨 

 𝒚′𝑩 

 

𝒚′𝑩 

 𝒚′𝑪 
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 ( الجوائز المتناظرة15-4الشكل رقم )

 
 ( الجوائز المتناظرة عكسيا16-4الشكل رقم )

 

 

 التالية:الخصائص  فييمكننا الاستفادة من حالة التناظر 
 متناظرة.ردود الأفعال  تكون .6

 متناظراا.طاف مخطط عزم الانعيكون  .5

 متناظراا.مخطط القوة المحورية يكون  .4

 عكسياا.مخطط القوة القاطعة متناظراا يكون  .3

 متناظراا.مخطط الانتقال يكون  .2

 عكسياا.مخطط الدوران متناظراا يكون  .1

 التناظر.تنعدم قيمة الدوران عند محور  .7

 عظمى عند محور التناظر.تكون قيمة الانتقال  .3

 التناظر.ة عند محور تنعدم قيمة القوة القاطع .9

 Notice ملاحظة:

ور التناظر للجوائز المتناظرة وجدت حمولة مركزة واقعة على مح إذا .6
 متناظراا.فإنها لا تلغي حالة التناظر لــذلك يبقى الجائز 

وجدت مزدوجة عزم تؤثر على محور التناظر في الجوائز المتناظرة فإنها  إذا .5
 التناظر.تلغي حالة 

وجدت حمولة مركزة واقعة على محور التناظر للجوائز المتناظرة عكسياا  إذا .4
 العكسي.ة التناظر فإنها تلغي حال

وجدت مزدوجة عزم تؤثر على محور التناظر في الجوائز المتناظرة  إذا .3
 .عكسياا فإنها لا تلغي حالة التناظر العكسي لـذلك يبقى الجائز متناظر عكسيا
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عدد  اختصار فيالتناظر والتناظر العكسي  تييمكننا الاستفادة من حال
زوم في المساند المتناظرة في الجوائز فتكون قيمة الع المسألة.في  المجاهيل

وتكون قيمة العزوم في المساند المتناظرة  والشارة،المتناظرة متساوية في القيمة 
لذلك يمكننا أن  ومتعاكسة بالشارة،متساوية في القيمة المتناظرة عكسيا  في الجوائز

د يقع بعد ى أول مسنإل العزوم الثلاثة في هذه الجوائز حتى الوصول نكتب معادلة

 محور التناظر مباشرة ونستخدم خاصة التناظر أو التناظر العكسي

 التالية:الخصائص  فييمكننا الاستفادة من حالة التناظر العكسي 
 عكسياا.قيمة ردود الافعال متناظرة تكون  .6

 عكسياا.مخطط عزم الانعطاف متناظراا يكون  .5

 عكسياا.مخطط القوة المحورية متناظراا يكون  .4

 متناظراا.طط القوة القاطعة مخيكون  .3

 عكسياا.مخطط الانتقال متناظراا يكون  .2

 متناظراا.مخطط الدوران يكون  .1

 التناظر العكسي.تنعدم قيمة الانتقال عند محور  .7

 التناظر العكسي.تنعدم قيمة عزم الانعطاف عند محور  .3

 التناظر العكسي.تنعدم قيمة القوة المحورية عند محور  .9

 

 عكسياا.مخطط الدوران متناظراا يكون  .1

 التناظر.تنعدم قيمة الدوران عند محور  .7

 عظمى عند محور التناظر.تكون قيمة الانتقال  .3

 التناظر.ة عند محور تنعدم قيمة القوة القاطع .9

 عظمى عند محور التناظر.تكون قيمة عزم الانعطاف  .61

 



141 

الحمولات  لتأثيرويتعرض   DL، AKبظفرين ينتهي ABCD جائز :(2)مثال 
 والمطلوب:( 67-3المبنية على الشكل رقم )

 الثلاثة.قرر هذا الجائز باستخدام معادلة العزوم  .6

 الانعطاف.ال في المساند ورسم مخططات القوى القاطعة وعزم الأفع حساب ردود .5

 طهبو لا تعاني من المساند أن ثابت و    E الطولين عامل المرونة أإذا علمت 
 .(67-3رقم ) الشكلوأن عزوم العطالة والأبعاد موضحة على  شاقولي

 
 (17-4الشكل رقم )

بكتابة معادلة العزوم  يجاد العزوم في المساندإهذا الجائز متناظر لذلك يمكن 
في هذه    C المسند)الثلاثة حتى الوصول الى أول مسند يقع بعد محور التناظر مباشرة 

ر العزوم في المساند المتناظرة حيث تكون العزوم ظنستفيد من خاصية تنا المسألة(.
 : A B C نبدأ بالمساند الثلاثة الأولى وهي ( لذلك (MB = MC شارةوالإمتساوية بالقيمة 

لى أول مسند يقع بعده إلأننا تجاوزنا محور التناظر وتوصلنا   C ونتوقف عند المسند
 مباشرة .

𝑀𝐴 ∙
𝑙₁

𝐼
+  2 𝑀𝐵 (

𝑙₁

𝐼
+  

𝑙₂

2  𝐼
) + 𝑀𝐶  

𝑙₂

2  𝐼
=  −  6 (

𝑅𝐵𝑙
∗

𝐼
+  

𝑅𝐵𝑟
∗

2  𝐼
) 

ة العزوم دلي معاضه فو ينتهي بظفر فنوجد عزم الظفر ولنع   A بما أن المسند
 الثلاثة.

𝑀𝐴 =  −12 ∗ 1.5 =   شد ألياف علوية      18− 
ث استبدال العزوم المتناظرة حيو  بقيمهامن الطرفين وتعويض الأطوال    I بحذف

  التناظر. نتيجة MBبـ  MC نستبدل 

− 18 ∗ 6 + 2 𝑀𝐵 ( 6 +  
5

2
  ) + 𝑀𝐵 

5

2
=  −6 (  𝑅𝐵𝑙

∗ +
𝑅𝐵𝑟

∗

2
) 

− 108 + 17 𝑀𝐵 + 2.5 𝑀𝐵 =  −6 (  𝑅𝐵𝑙
∗ +

𝑅𝐵𝑟
∗

2
) 
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− 108 + 19.5 𝑀𝐵 =  −6 (  𝑅𝐵𝑙
∗ +

𝑅𝐵𝑟
∗

2
) 

نوجد الطرف الأيمن للعلاقة وذلك بفصل الفتحات المدروسة فقط ونحملها 
 الخارجية.بالحمولات 

 
 الفتحتين.نرسم مخطط عزم الانعطاف لهاتين 

 
 الوهميةذه على جائز بسيط وندعوها بالحمولة نحمل مخططات عزم الانعطاف ه

 فقط.  ∗𝐵المسند في  الوهميةونوجد ردود الأفعال 

 
 العزوم الثلاثة: معادلة في الوهميةنعوض قيمة ردود الأفعال  

−108 + 19.5 𝑀𝐵 = −6 (13.5 +
41.66

2
) 

19.5 𝑀𝐵 =  −98   → 𝑀𝐵 =  −5.025 
كما هو موضح في إيجاد ردود الأفعال  يمكننا B بعد إيجاد قيمة العزم في المسند

 (.2-3( والجدول رقم )63-3الشكل رقم )

 
 (18-4الشكل رقم )
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القوة القاطعة وعزم الانعطاف رسم مخططات بعد إيجاد قيم ردود الأفعال يمكننا 
 (.69-3كما هو موضح في الشكل رقم )

 (5-4الجدول رقم )

 D 2C 1C 2B 1B A المسند
  رد فعل
الحمولة 

 ارجيةالخ

3+12 3 20 20 3 12+3 

لمزدوجة 2.16 -2.16 0 0 -2.16 2  رد فعل ا . 1 6 

رد الفعل 
 المحصل

17.16 0.84 20 20 0.84 17.16 

RD= 

17.16 
RC=20+0.84=20.84 RB=20+0.84=20.84 RA= 

17.16 

 Noticeملاحظة: 
ء الواقع على يسار نرسم مخطط القوى القاطعة للجز  القاطعة:لرسم مخطط القوى  .6

  عكسياا. اا فيكون متناظر الواقع على يمين محور التناظر أما الجزء  التناظر،محور 

 
 (19-4الشكل رقم )

لذلك نرسم مخطط  امتناظر يكون مخطط عزم الانعطاف  الانعطاف:لرسم مخطط عزم  .5
ين محور الواقع على يمأما الجزء  التناظر،عزم الانعطاف للجزء الواقع على يسار محور 

 فيكون متناظراا. التناظر

 في الجوائز المتناظرة تكون ردود الأفعال متناظرة .4
   AB الفتحة:حساب العزم الأعظمي في 
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تكون قيمة العزم العظمى واقعة تحت نقطة تقاطع مخطط القوة القاطعة مع  
 المركزة(.هذه الحالة تحت الحمولة  )فيالمحور الأفقي 

𝑀𝐴𝐵من اليمين   = −5.02 + 0.84 ∙ 𝑥 

𝑀𝑥 = −2.5                         𝑥 = 3 

تكون قيمة العزم الأعظمي في منتصفه    BCالفتحة: حساب العزم الأعظمي في 
𝑥 قيمة:عندما تكون  أي:التناظر  محورلأنه واقع على  = 2.5  𝑚   

𝑀𝐵𝐶 = 20𝑥 − 5.02 −
8 𝑥2

2
    ,   𝑀𝑥 = 20 

 .لانعطافاعزم  انعدامنوجد نقطة 
𝑀𝐵𝐶 = 0 ⇒    20𝑥 − 4𝑥2 − 5.02 = 0 

 الثانية.وهي معادلة من الدرجة 

 𝑥1 = 0.25          𝑥₂ = 4.735 
 5163دورة  :(1)مثال 

عزم  مزدوجةلتأثير  يتعرض B على مسند منزلق في ويستند C، A جائز موثوق في
 ،    BC في الفتحة   t.m 10عزم أخرى شدتهاومزدوجة ،  t.m 10شدتها  AB  في الفتحة

 والمطلوب :
 الثلاثة.قرر هذا الجائز بالاعتماد على معادلة العزوم  .6

 الانعطاف.إيجاد ردود الأفعال ورسم مخططات القوى القاطعة وعزم  .5

 . Bحساب الدوران في .4

 
 هذا الجائز متناظر عكسياا لذلك نستفيد من خاصة التناظر العكسي الحل:

    MA = -MC وهي: 
والعطالة  الصفرإلى البعد بينهما ينتهي  ،بسيطين بمسندين Cو A تينلوثاقنستبدل ا

  .اللانهايةإلى تنتهي بينهما 
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 الثلاثة:نكتب معادلة العزوم 

𝑀𝐴𝑂 ∙
𝑙𝑂

𝐼𝑂
+ 2 𝑀𝐴 (

𝑙𝑂

𝐼𝑂
+

𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
) + 𝑀𝐵 

𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
= −6 (

𝑅𝐴𝑙
∗

𝐼𝑂
+

𝑅𝐴𝑟
∗

𝐼
) 

، ونعوض قيم الأطوال والعطالات 𝐼𝑂  و  𝑙𝑂نحذف الحدود التي تحتوي على 
 :على العلاقة التاليةفنحصل 

2 𝑀𝐴 (5) +  𝑀𝐵 ∙ 5 = −6  𝑅𝐴𝑟
∗  

10 𝑀𝐴 + 5 𝑀𝐵 = −6  𝑅𝐴𝑟
∗  

   ABC اليمين:نزلق مسند نحو ن
𝑀𝐴  5 + 2 𝑀𝐵 (5 + 5) + 𝑀𝐶 ∙ 5 = −6 (𝑅𝐵𝑙

∗ + 𝑅𝐵𝑟
∗ ) 

 5 𝑀𝐴  + 20 𝑀𝐵 − 5 𝑀𝐴 = −6 (𝑅𝐵𝑙
∗ + 𝑅𝐵𝑟

∗ ) 

20 𝑀𝐵 = −6 (𝑅𝐵𝑙
∗ + 𝑅𝐵𝑟

∗ ) 

نفصل الفتحات المدروسة محملة   ∗R  الوهميةلإيجاد قيمة ردود الأفعال 
حيث نرسم مخطط عزم الانعطاف وتعتبر هذا المخطط حمولة  فقط،بالحمولات الخارجية 

 التالية:مية خارجية تؤثر على جائز بسيط كما هو موضح في الخطوات وه
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𝛴 𝑀𝐵∗ = 0 ⇒  𝑅𝐴𝑟

∗  × 5 + 9 × 3 − 1.33 × 4 = 0 

𝑅𝐴𝑟
∗  = −4.33 

𝛴 𝐹𝑦 = 0 ⇒  𝑅𝐴𝑟
∗  + 9 − 4 +  𝑅𝐵𝑙

∗ = 0 
𝑅𝐵𝑙

∗ = 4 − 9 − 𝑅𝐴𝑟
∗ = 4 − 9 + 4.33 = −0.67 

  𝑅𝐵𝑙
∗ = −𝑅𝐵𝑟       

∗  وأن قيمة
 الثلاثة:في معادلتي العزوم  الوهميةلنعوض قيمة ردود الأفعال 

10 𝑀𝐴 + 5 𝑀𝐵 = −6 (– 4.33) = 26   (1) 

20 𝑀𝐵 = −6 ( −0.67 + 0.67) = 0     (2) 

   MB = 0نجد: ( 5من المعادلة رقم )
    MA = 2.6 قيمة:فـنحصل على  (،6المعادلة رقم ) في MB قيمة:نعوض 

وبالتالي  العكسي، رمحور التناظ دعنمعدومة عطاف قيمة عزم الان تكون :نتيجة
لا يوجد قيمة للعزم في المسند الذي يمر منه محور التناظر في الجمل المتناظرة 

 عكسياً.
 رقمالجدول ( و 51-3كما هو موضح في الشكل رقم ) الأفعالردود قيم نوجد 

ي الشكل رقم كما هو موضح فونرسم مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف  (،3-1) 
وباستخدام خاصة التناظر العكسي  ،لجزء الأيسربا القيم الخاصةجد نو حيث ( 3-56)

 الأيمن.لجزء با القيم الخاصة نوجد

 
 (21-4الشكل رقم )
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 (6-4الجدول رقم )

 C 2B 1B A المسند
 0 0 0 0 رد فعل الحمولة الخارجية

 2.52 -2.52 2.52 -2.52 رد فعل المزدوجة

 2.52 -2.52 2.52 -2.52 الفعل المحصلرد 

2.52=CR 0=BR 2.52- =AR 

 
 (21-4الشكل رقم ) 

 : Bالمسند حساب الدوران في 
 المرن:على المعادلة التفاضلية للخط  بـالاعتماد B سوف نحسب الدوران في المسند

𝑀 = −2.52 ∙ 𝑥 + 2.6   ,   𝐸𝐼𝑦" = 2.52 ×  −2.6 
𝐸𝐼𝑦′ =

2.52 𝑥2

2
 − 2.6 ∙ 𝑥 + 𝐶1 

𝑥 = 0 ⇒ 𝑦′ = 0 ⇒ 𝐶1 = 0 

𝐸𝐼𝑦′ =  2.52 
𝑥2

2
 – 2.6𝑥 

 𝑥 = 3  ∶  Bفنحصل على قيمة الدوران في   نعوض قيمة
𝐸𝐼𝑦′

𝐵
= 2.52 ∙  

9

2
 – 2.63 = 11.34 − 7.8 = 3.54 

𝑦′
𝐵

=
3.54

𝐸𝐼
 

 : المساندفي  𝜼   وجود انتقالات شاقولية ةحالالثانية: الحالة  4-3
كما هو موضح  η هبوطات معلومة مقدارها  لتأثيرمساند الجائز المستمر  تخضع

(، وتنتج هذه الهبوطات عادة من عدم استقرار التربة الواقعة تحت 55-3في الشكل رقم )
 المسند، أو استناد الجائز على مساند مرنة أو استناد الجائز على جائز آخر.
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 (22-4الشكل رقم )

نتقال لا  A المسند يخضع، حيث   BC , ABفتحتين داخليتين  نقوم بعزل العمل:
 η شاقولي نحو الأسفل مقداره 

A
نحو الأسفل  شاقولي نتقاللا  B المسنديخضع ، وكذلك  

كما  η C   نحو الأسفل بمقدار شاقولي نتقاللا C  المسنديخضع ، وكذلك  η B   بمقدار
 .(54-3رقم )هو موضح بالشكل 

نستخدم نظرية الجائز البديل  ، ABلفتحةل العائد B قيمة الدوران في المسندلإيجاد 
 الآثار.معتمدين على مبدأ تنضد 

 
 (23-4الشكل رقم )

   EI على عزم الانعطاف مقسوماا  ونحمل مخططنرسم مخطط عزم الانعطاف 
عزم بمزدوجتي   A ,و B بعد تعويض قيمة الانتقالات في المسندين البديلعلى الجائز 
 η 

B
  ,  η 

A
 (.53-3على التوالي كما هو مبين في الشكل رقم ) 

 
 (24-4الشكل رقم )
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 : Bفي المسند   𝜃𝑩  لـحساب الدوران
𝛴 𝑀𝐴∗ = 0 

𝜃𝐵 ∙ 𝑙𝐴𝐵 +
𝑀𝐵 ∙ 𝑙𝐴𝐵

2 𝐸𝐼𝐴𝐵
  

2 𝑙𝐴𝐵

3
+

𝑀𝐴 ∙ 𝑙𝐴𝐵

2 𝐸𝐼𝐴𝐵
 
 𝑙𝐴𝐵

3
+  𝜂 

𝐴
−   𝜂 

𝐵
= 0 

جراء الاختصارات اللازمة نحصل على  𝑙𝐴𝐵   المعادلة على طول الفتحة نقسم ، وا 
 AB: العائد للفتحة    Bالدوران في المسند

𝜃𝐵 =
 𝜂 

𝐴
−   𝜂 

𝐵

𝑙𝐴𝐵
−  

2 𝑀𝐵 ∙ 𝑙𝐴𝐵

6 𝐸𝐼𝐴𝐵
− 

𝑀𝐴 ∙ 𝑙𝐴𝐵

6 𝐸𝐼𝐴𝐵
           (1)  

، نستخدم نظرية الجائز البديل  BC العائد للفتحة   Bلحساب الدوران في المسند
كما  الجائزيننرسم مخطط عزم الانعطاف لهذين  أيضاا معتمدين على مبدأ تنضد الآثار .

 .(52-3هو مبين في الشكل رقم )
عويض بتو  البديل،على الجائز    EI على نحمل مخطط عزم الانعطاف مقسوماا 

 𝜂 بمزدوجتي عزم   C , B قيمة الانتقالات في المسندين
𝐶

    ،      𝜂 
𝐵

 : 
𝛴 𝑀𝐶∗ = 0  

𝜃𝐵 ∙ 𝑙𝐵𝐶 +  𝜂 
𝐵

−
𝑀𝐵 . 𝑙𝐵𝐶

2 𝐸𝐼𝐵𝐶
 
2 𝑙𝐵𝐶

3
−  

𝑀𝐶 . 𝑙𝐵𝐶

2 𝐸𝐼𝐵𝐶
 
 𝑙𝐵𝐶

3
−  𝜂 

𝐶
= 0 

 
 (.25-4الشكل رقم )

جراء الاختصارات اللازمة نحصل على قيمة الدوران في ا  ، و  𝑙𝐵𝐶 بالتقسيم على
  BC العائد للفتحة  Bالمسند

𝜃𝐵 =
 𝜂 

𝐶
−   𝜂 

𝐵

𝑙𝐴𝐵
+  

2 𝑀𝐵 ∙ 𝑙𝐵𝐶

6 𝐸𝐼𝐵𝐶
−  

𝑀𝐶 ∙ 𝑙𝐵𝐶

6 𝐸𝐼𝐵𝐶
                 (2) 

 (:2( مع )1ساواة العلاقتين )بم
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 𝜂 
𝐶

−   𝜂 
𝐵

𝑙𝐵𝐶
+  

2 𝑀𝐵 ∙ 𝑙𝐵𝐶

6 𝐸𝐼𝐵𝐶
+  

𝑀𝐶 ∙ 𝑙𝐵𝐶

6 𝐸𝐼𝐵𝐶

=  
 𝜂 

𝐵
−  𝜂 

𝐴

𝑙𝐵𝐶
−  

2 𝑀𝐵 ∙ 𝑙𝐴𝐵

6 𝐸𝐼𝐴𝐵
−

 𝑀𝐴 ∙ 𝑙𝐴𝐵

6 𝐸𝐼𝐴𝐵
 

جراء ا  و  الأيمن، الطرفإلى الأيسر والانتقالات  لطرفاإلى بنقل العزوم 
 .نتوصل الى كتابة العلاقة التالية اللازمةالاختصارات 

(4 − 7)         
 𝑀𝐴 ∙ 𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
+  2 𝑀𝐵 (

𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
+

𝑙𝐵𝐶

 𝐼𝐵𝐶
) +  𝑀𝐶 ∙

𝑙𝐵𝐶

 𝐼𝐵𝐶

= 6𝐸 [
 𝜂 

𝐵
−   𝜂 

𝐴

𝑙𝐴𝐵
+

 𝜂 
𝐵

−   𝜂 
𝐶

𝑙𝐵𝐶
] 

وتعبر هذه العلاقة عن معادلة العزوم الثلاثة للجوائز المستمرة في حال وجود 
 المساند.انتقالات في 

في حال وجود حمولات خارجية )العزوم الثلاثة  لمعادلةأما العلاقة العامة  
  التالي:الشكل ب ىفإنها تعط (وهبوطات في المساند

 (4 − 8)        𝑀𝐴 ∙
𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
+ 2 𝑀𝐵 (

𝑙𝐴𝐵

𝐼𝐴𝐵
+

𝑙𝐵𝐶

 𝐼𝐵𝐶
) + 𝑀𝐶 

𝑙𝐵𝐶

 𝐼𝐵𝐶

= −6 (
𝑅𝐵𝑙

∗

 𝐼𝐵𝐶
+

𝑅𝐵𝑟
∗

 𝐼𝐵𝐶
) + 6𝐸 [

 𝜂 
𝐵

−   𝜂 
𝐴

𝑙𝐴𝐵
+

 𝜂 
𝐵

−   𝜂 
𝐶

𝑙𝐵𝐶
] 

  CD وينتهي بظفر ، ABC مستمر على ثلاثة مساند بسيطة جائز :(7) مثال
𝑍   يخضع لتأثير مزدوجة في نهايته الحرة شدتها = 8  𝑡. 𝑚 أما الفتحة ، AB   فتخضع

𝑞    لتأثير حمولة موزعة بانتظام شدتها = 4  𝑡
𝑚′⁄  ، يخضع المسند الوسطيB  إلى 

 رقم الشكل لعطالات موضحة علىبعاد وامت أن الألإذا ع، ف2mmهبوط مقداره 
 الثلاثة.والمطلوب قرر هذا الجائز بالاعتماد على نظرية العزوم   (3-51) 

 الانعطاف.أوجد ردود الأفعال وارسم مخططات القوى القاطعة وعزم  .6

𝐸𝐼 المرن. إذا علمت أن الصلابة الانعطافيةارسم الخط  .5 = 2000  𝑡. 𝑚² 
يخضع لتأثير حمولات خارجية ويعاني من  اجائز مستمر بما أن الالحل:         

 الثلاثة:العامة للعزوم  المعادلةهبوطات، لـذلك نطبق 
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 (26-4رقم ) الشكل

𝑀𝐴 
6

2 𝐼
+ 2 𝑀𝐵 (

6

2 𝐼
+

4

𝐼
) +  𝑀𝐶 ∙

4

𝐼

= −6 (
𝑅𝐵𝑙

∗

2 𝐼
+

𝑅𝐵𝑟
∗

𝐼
) + 6𝐸 (

 𝜂 
𝐵

−   𝜂 
𝐴

6
+

 𝜂 
𝐵

−   𝜂 
𝐶

4
) 

 C ، وأنMA = 0 فإن:خارجي لا يخضع لتأثير مزدوجة عزم  مسند A أنما ب

𝑀𝐶 فإن: ينتهي بظفر  مسند = −8  𝑡. 𝑚 وأن المسند B   يعاني من انتقال شاقولي نحو
 𝜂   الأسفل مقدار

𝐵
= 2 𝑚𝑚  ، قيمة وأن  : 𝜂 

𝐴
=  𝜂 

𝐶
= 0 . 

العزوم  معادلةفتصبح  ت(.في الحد الخاص بالانتقالاواحدات الأطوال  )نجانس
 التالي:الثلاثة على الشكل 

14 𝑀𝐵

𝐼
+

4 (−8)

𝐼
= −6 (

𝑅𝐵𝑙
∗

2 𝐼
+

𝑅𝐵𝑟
∗

𝐼
) + 6𝐸 (

2 − 0

6000
+

2 − 0

4000
) 

𝑅𝐵𝑟قيمة:  محملة فإن  غير BC بما أن الفتحة :الوهميةنوجد ردود الأفعال 
∗ = 0  

 .   I لةبــعزم العطا دلةنضرب طرفي المعا، 

 
14 𝑀𝐵 = 32 − 6(18 + 0) + 6 𝐸𝐼 (

2

6000
+

2

4000
) 

14 𝑀𝐵 = −76 + 12000 (
2

6000
+

2

4000
) 

14 𝑀𝐵 = −66 ⇒ 𝑀𝐵 = −4.71 

 (.7-3رقم )الجدول ( و 57-3الشكل رقم ) موضحة فيالأفعال  ردودن قيم إ
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 (27-4الشكل رقم )

 (7-4الجدول رقم )

 C 2B 1B A المسند

 12 12 0 0  ارجيةرد فعل الحمولة الخ

 0.82 -0.82 0.785 -0.785 رد فعل المزدوجة

 رد الفعل المحصل
0.82 -0.82 12.875 11.215 

0.82=CR =12.055BR = 11.215AR 

 أما مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف فهي موضحة في الشكل 
 (53-3رقم )

𝑇 = 11.215 − 4𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 2.8 
𝑀 = 11.215𝑥 − 2  𝑥2    ,      𝑀𝑚𝑎𝑥 = 15.72 

𝑀 = 0 ⇒ 𝑥 = 5.6 
  البديل.حساب الانتقال والدوران في النهاية الحرة بطريقة الجائز 

𝛴 𝑀𝐶∗ = 0 ⇒ 𝑅𝐵
∗    4 +

18.84

𝐸𝐼
 × 2 +

6.58

𝐸𝐼
 × 4/3 + 0.002 = 0 

𝑅𝐵
∗ = − 

11.7

𝐸𝐼
−

0.002

4
 = −0.006   𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 
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 (28-4الشكل رقم )

 
 البديلالجائز 

 البديل.نأخذ مخطط كامل الجائز 

𝛴 𝐹𝑦 = 0 ⇒ 𝑅𝐵∗  +
18.84

𝐸𝐼
 +

6.58

𝐸𝐼
 +

12

𝐸𝐼
− 𝑅𝐷∗ = 0 

𝑅𝐷∗ = +
37.42

𝐸𝐼
− 0.006 = 0.0127   𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 

𝛴 𝑀𝐶∗ = 0 ⇒
12

𝐸𝐼
∗ 0.75 + 𝑀𝐷

∗ − 𝑅𝐷
∗ ∙ 1.5 = 0 

𝑀𝐷 
∗ = 1.5   𝑅𝐷

∗  −
9

𝐸𝐼
= 0.019 − 0.0045 = 0.0145  𝑚 

  المرن.رسم الخط 
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 الفصل الخامس
 (الدورانات معادلة)الميل والسهم  معادلة

Slope Deflection Equation 
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 Preface: مقدمة 5-1
يتشكل الإطار ذو العقد الصلبة من تجميع عدة عناصر مستقيمة تتلاقي في نقطة 

، ونقول عن (6-2موضح في الشكل رقم ) كما هو التي نطلق عليها العقدة (a) واحدة
 العقدة انها صلبة إذا حافظت الزوايا بين العناصر على قيمتها بعد التشوه.
سوف نعتمد في هذا البحث على اصطلاح آخر لإشارات العزوم أثناء كتابة المعادلات 
الخاصة بهذا البحث، حيث نقول إن العزم الموجب هو العزم الذي يدور مع عقارب 

 عة، أما عند رسم مخططات عزم الانعطاف فنعتمد مبدأ شد الألياف السفلية موجب.السا
المؤثر في العقدة بدليلين، حيث يعبر الدليل الأول عن العقدة التي  إلى العزموسوف نشير 

البعيدة من العنصر الذي يؤثر فيه العزم،  إلى العقدةيؤثر فيها العزم، ويشير الدليل الثاني 
 bوباتجاه العقدة  aوهو العزم الذي يؤثر في العقدة  Mabفمثلا العزم 

( كما هو موضح في abمن العنصر  aآخر: هو العزم الذي يؤثر في العقدة  )وبتعبير 
 (6-2الشكل رقم )

 
 (1-5الشكل رقم )

طارية المستوية ذات العقد الصلبة لتأثير قوى محورية وقوى وتخضع العناصر الإ
وتكون الانتقالات المحورية  تأخذ شكلا منحنيا بعد التشوه. قاطعة وعزوم انعطاف التي

لعناصر الإطارات ذات العقد الصلبة صغيرة جدا إذا ما قورنت بالانتقالات الناتجة عن 
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همال التشوهات الطولية للعناصر من الناحية العملية والتي إعزم الانعطاف، لذلك يتم 
 تنعكس على ثبات طول العناصر.

يقة على حساب قيم الدورانات والانتقالات في عقد الإطار واستنتاج تعتمد هذه الطر 
قيم العزوم في عقد وعناصر الإطار لذا يندرج هذا البحث تحت أبحاث طرق الانتقالات 

 في تقرير الجمل غير المقررة.
 Plane Frames :المستوية الطارات 5-2

صرها وكذلك يوجد عدة أنواع من الإطارات المستوية وذلك حسب توضع عنا
 حسب حركتها لذلك سوف نصنف الإطارات ذات العقد الصلبة وفق التصنيف التالي:

 الأولى: الإطارات التي تعاني من حركة دورانية مجهولة فقط. الفئةإطارات  .6

ذات  تيندورانية وانتقالية مجهول تينالثانية: الإطارات التي تعاني من حرك الفئةإطارات  .5
 عناصر متعامدة.

ذات  تيندورانية وانتقالية مجهول تينالثالثة: الإطارات التي تعاني من حرك الفئةإطارات  .4
 عناصر مائلة.

 الأولى: الفئةإطارات  ا-5-2
 تندرج ضمن هذه الفئة: التيالإطارات يوجد عدة أنواع من 

 (.5-2والموضحة في الشكل رقم ) الثابتةطارات الإ .6

 
 الطارات الثابتة (2-5الشكل رقم )

 (4-2) الموضحة في الشكل(Symmetric Frames)  المتناظرةات طار الإ .5
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   الطارات المتناظرة (3-5الشكل رقم )

 (.3-2والموضحة في الشكل رقم ) (Continuous Beams) الجوائز المستمرة .4

 
 الجوائز المستمرة (4-5الشكل رقم )

  :الثانية الفئةإطارات  5-2-2
ت أفقية نتيجة عدم تناظر شكلها الهندسي أو تعاني من انتقالا التيطارات الإوهي 

 .(2-2عدم وجود ممانعة للانتقال الأفقي كما هو موضح في الشكل رقم )

 
 إطارات الفئة الثانية (5-5الشكل رقم )
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  الثالثة: الفئةإطارات  5-2-3
تعاني من انتقالات معقدة نتيجة وجود الأضلاع المائلة في  التيطارات الإوهي 
كذلك عدم وجود ممانعة للانتقال الأفقي أو غير متناظرة كما هي موضحة في عناصرها و 
 (1-2الشكل رقم )

 
 إطارات الفئة الثالثة (6-5الشكل رقم )

 الأولى الفئةإطارات لذلك سوف نقتصر في دراستنا الحالية على 
 إيجاد العلاقة العامة للدورانات 5-3

 لإيجاد معادلة الدورانات نصادف حالتين:

 
 (7-5الشكل رقم )



158 

صلبة كما هو الحال في العنصر  ا: عندما تكون نهايتا العنصر عقدالحالة الأولى
(ab) ( 7-2الموضح في الشكل رقم ) حدى النهايتين موثوقة والنهاية إعندما تكون أو

 .(cd)الأخرى عقدة صلبة كما هو الحال في العنصر 
عقدة صلبة والنهاية الأخرى  حدى نهايتي العنصرإ: عندما تكون الحالة الثانية

حدى نهايتي العنصر عقدة إأو عندما تكون  (gh)فصلة كما هو الحال في العنصر ممت
 .(ef)صلبة والنهاية الأخرى مسند بسيط خارجي كما هو الحال في العنصر 

حدى النهايتين إصلبة، أو  اً عندما تكون نهايتي العنصر عقد الحالة الأولى: 5-3-1
 ية الأخرى عقدة صلبة. موثوقة والنها

 استنتاج العلاقة: 5-3-1-1
محملا بحمولاته الخارجية وعزوم الاستمرارية حيث يخضع هذا  abنعزل العنصر 

على التوالي، وانتقال شاقولي  𝑎∆   و  𝜃𝑎مقداره   aالعنصر لانتقال شاقولي ودوران في 
 .(3a-2كما هو موضح في الشكل رقم ) ليعلى التوا 𝑏∆   و  𝜃𝑏مقداره   bودوران في 

 baباستخدام نظرية الجائز البديل يمكننا إيجاد العلاقة العامة للدورانات للعقدة 
وذلك برسم مخططات عزم  ab، باستخدام معادلات التوازن  للعنصر الأفقي abوالعقدة 

حميلها على الانعطاف الناتجة عن الحمولات الخارجية وعزوم الاستمرارية في العقد وت
وتمثيل الانتقالات في الجائز الأصلي بعزوم انعطاف في الجائز  *a*bالجائز البديل 

صلي بقوى قاطعة في الجائز البديل كما هو موضح البديل وكذلك الدورانات في الجائز الأ
 .(3b-2في الشكل رقم )

∑ M𝑏∗ = 0  
(1)     ∆𝑎 + 𝜃𝑎 ∗ 𝐿 −

𝑀𝑎𝑏 . 𝐿

2𝐸𝐼
 
2𝐿

3
+

𝑀𝑏𝑎. 𝐿

2𝐸𝐼
 
𝐿

3
− ∆𝑏 −

𝐹

𝐸𝐼
𝑋𝑏 = 0 

∑ M𝑎∗ = 0 
(2)          ∆𝑎 + 𝜃𝑏 ∗ 𝐿 +

𝑀𝑎𝑏 . 𝐿

2𝐸𝐼
 
𝐿

3
−

𝑀𝑏𝑎. 𝐿

2𝐸𝐼
 
2𝐿

3
− ∆𝑏 +

𝐹

𝐸𝐼
𝑋𝑎 = 0 
 وجمعها مع العلاقة الثانية نجد:   2العلاقة الأولى بــ بضرب

2 ∆𝑎 + 2𝜃𝑎 ∗ 𝐿 − 4
𝑀𝑎𝑏 . 𝐿2

6𝐸𝐼
+

𝑀𝑏𝑎. 𝐿2

3𝐸𝐼
 − 2∆𝑏 − 2

𝐹

𝐸𝐼
𝑋𝑏 = 0 
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∆𝑎 + 𝜃𝑏 ∗ 𝐿 +
𝑀𝑎𝑏 . 𝐿2

6𝐸𝐼
−

𝑀𝑏𝑎. 𝐿2

3𝐸𝐼
 − ∆𝑏 +

𝐹

𝐸𝐼
𝑋𝑎 = 0 

3 ∆𝑎 + 2𝜃𝑎 ∗ 𝐿 + 𝜃𝑏 ∗ 𝐿 − 3
𝑀𝑎𝑏 . 𝐿2

6𝐸𝐼
 − 3∆𝑏 − 2

𝐹

𝐸𝐼
𝑋𝑏 +

𝐹

𝐸𝐼
𝑋𝑎 = 0 

 
 (8-5الشكل رقم )

 صلاحها نجد:ا  و  EIوضربها بــ  Lالعلاقة على  هذهبتقسيم 
𝐸𝐼

3 ∆𝑎 − 3∆𝑏

𝐿
+ 𝐸𝐼(2𝜃𝑎  + 𝜃𝑏) −

𝑀𝑎𝑏 . 𝐿

2
 − 2

𝐹

𝐿
𝑋𝑏 +

𝐹

𝐿
𝑋𝑎 = 0 
 :أن باعتبار

   𝑅𝑎
∗ =

𝐹

𝐿
𝑋𝑏     و     𝑅𝑏=

∗
𝐹

𝐿
𝑋𝑎 

 تصبح العلاقة السابقة على النحو التالي:
𝑀𝑎𝑏 =

2𝐸𝐼

𝐿
(2𝜃𝑎  + 𝜃𝑏 − 3

 ∆𝑏 − ∆𝑎

𝐿
) −

2

𝐿
( 2 𝑅𝑎

∗ − 𝑅𝑏
∗ ) 



161 

−لكن القيمة 
2

𝐿
( 2   𝑅𝑎

∗ −    𝑅𝑏
∗ ) = 𝑀 𝑎𝑏          

𝐹 تعبر عن عزم الوثاقة التام في 
𝜓𝑎𝑏وبفرض أن القيمة: ، Aالمسند  =

 ∆𝑏−∆𝑎

𝐿
الناتج  ABتعبر عن دوران العنصر  

المدروس(  العنصر)خاص بالانتقال المتعامد مع  ∆مع ملاحظة أن الحد ، عن الانتقال
يكون موجبا حين يكون باتجاه الأسفل أو باصطلاح آخر عندما يدور العنصر الذي يتأثر 

موجبة، وبتعويض هذه القيم في العلاقة    𝜓𝑎𝑏عقارب الساعة تكون إشارةبالانتقال مع 
 السابقة تصبح المعادلة النهائية للدورانات على النحو التالي:

(5 − 1)      𝑀𝑎𝑏 =
2𝐸𝐼

𝐿
(2𝜃𝑎  + 𝜃𝑏 − 3𝜓𝑎𝑏) + 𝑀𝑎𝑏

𝐹  
في دراجها إائعة تم لبعض حالات التحميل الشأما قيم عزوم الوثاقات التامة 

 .(6-2) الجدول رقم

 
  

  Analyzing Procedures إجراءات التحليل:

مع الأخذ بعين ( 6-2)نوجد قيم عزوم الوثاقات التامة حسب الجدول رقم  .6
 الاعتبار الإشارة الموجبة للعزم حسب اتجاه دورانه )مع عقارب الساعة موجب(

 الدورانات لبداية ونهاية كل عنصر. نكتب معادلة .5

 بما أن العقد متوازنة يكون مجموع العزوم في كل عقدة يساوي الصفر .4

∑ Mi = 0 
 نحصل على عدد من معادلات التوازن يساوي عدد العقد .3

  𝜽نقوم بحل هذه المعادلات فنحصل على قيم زوايا الدوران  .2

حصل على العزوم النهائية فن في معادلات العزوم   𝜽نعوض قيم زوايا الدوران  .1
 في جميع عناصر الإطار

 نعوض قيم هذه العزوم حسب اتجاه دورانها لكل عنصر في الإطار .7

نحسب ردود الأفعال ونرسم مخططات القوى الداخلية لكل عنصر حسب  .3
 موقعه، مع اعتبار إشارة مخطط عزم الانعطاف حسب اتجاه شد الألياف
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 لبعض حالات التحميل الشائعة( يبين قيم عزوم الوثاقات التامة 1-5الجدول رقم )

 
 أمثلة عملية 5-3-1-2

وعلى  Cو  Aمستمر يستند على مسندين موثوقين في  ABCجائز  (:1) مثال
إضافة لتعرضه لحمولة   mm 10لهبوط مقداره B يتعرض المسند ،Bمسند بسيط في 

ويتعرض أيضا لتأثير حمولة  BCعلى كامل طول الفتحة  '2kN/mموزعة بانتظام شدتها 
 والمطلوب: Aمن المسند  1mعلى بعد  10kNمركزة شدتها 

 قرر هذا الجائز بالاعتماد على معادلة الدورانات .6

 وعزم الانعطافأوجد ردود الأفعال وارسم مخطط القوة القاطعة  .5

 ارسم الخط المرن للجائز .4
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 :بفرض أن الصلابة الانعطافية للعناصر هي 

2kN.m =200bcEI           2kN.m =100abEI 
 الحل:
حيث نوثق ( 6-2بالاعتماد على الجدول رقم )إيجاد عزوم الوثاقات التامة  أولا:

 كل فتحة من الطرفين كما هو موضح في الشكل التالي:

 
𝑀𝐴𝐵

𝐹 = −
𝑝𝑎𝑏2

𝐿2
= −

10 ∗ 1 ∗ 4

9
= −4.44  kN. m 

𝑀𝐵𝐴
𝐹 =

𝑝𝑏𝑎2

𝐿2
= −

10 ∗ 2 ∗ 1

9
= 2.22 kN. m 

𝑀𝐵𝐶
𝐹 = −

𝑞𝐿2

12
= −

2 ∗ 25

12
= −4.16 kN. m 

𝑀𝐶𝐵
𝐹 =

𝑞𝐿2

12
=

2 ∗ 25

12
= 4.16 kN. m 

 معدوم ن الدورانأ )مع ملاحظة نكتب معادلات الدورانات لجميع العناصر :ثانيا
 في الوثاقة(

𝑀𝐴𝐵 =
2𝐸𝐼

𝐿
(2𝜃𝐴  + 𝜃𝐵 − 3𝜓𝐴𝐵) + 𝑀𝐴𝐵

𝐹  

𝑀𝐴𝐵 =
2𝐸𝐼

3
[ 𝜃𝐵 − 3 (

0.01

3
)] − 4.44 = 𝐸𝐼 [

2𝜃𝐵

3
−

0.02

3
] − 4.444 

𝑀𝐵𝐴 = 𝐸𝐼 [
4𝜃𝐵

3
−

0.02

3
] + 2.222 

𝑀𝐵𝐶 =
2𝐸2𝐼

5
[2𝜃𝐵 − 3 (−

0.01

5
)] − 4.167 = 𝐸𝐼 [

8𝜃𝐵

5
+

0.12

25
] − 4.167 

𝑀𝐶𝐵 = 𝐸𝐼 [
4𝜃𝐵

5
+

0.12

25
] + 4.167 
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 نوازن العقد:: ثالثا
𝑀𝐵𝐴 + 𝑀𝐵𝐶 = 0 → 𝐸𝐼[2.933𝜃𝐵 − 0.001867] = 1.945  

𝜃𝐵 = 7.27(10−3)𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 

فنحصل على  عنصر نعوض قيمة زاوية الدوران في معادلات العزوم لكل- رابعا
  قيم العزوم في المساند والعقد.

=  2.525 kN.mBAM 4.626 kN.m -= ABM 
2.525 kN.m -= BCM = 5.229  kN.mCBM 

 : نوجد قيم ردود الأفعال ونرسم مخططات القوى الداخليةخامسا

 

 
 مخطط القوة القاطعة

 

 مخطط عزم الانعطاف

 
 الخط المرن
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حدى نهايتي العنصر عقدة صلبة والنهاية الأخرى إدما تكون عن الحالة الثانية: 5-3-2
حدى نهايتي العنصر عقدة صلبة والنهاية الأخرى مسند إأو عندما تكون  ،متمفصلة

 بسيط خارجي.

 استنتاج العلاقة: 5-3-2-1
محملا بحمولاته الخارجية وعزوم الاستمرارية حيث يخضع هذا  ghنعزل العنصر 

على التوالي، وانتقال شاقولي  𝑔∆   و  𝜃𝑔مقداره   gودوران في العنصر لانتقال شاقولي 
 .(9a-2والموضح في الشكل رقم ) على التوالي ℎ∆   و  𝜃ℎمقداره   hودوران في 

 
 (9-5الشكل رقم )

 gللعقدة نظرية الجائز البديل يمكننا إيجاد العلاقة العامة للدورانات  بالاعتماد على
مخططات عزم الانعطاف الناتجة عن الحمولات نرسم حيث  ،ghعنصر التابعة لل
عزوم الاستمرارية في العقد وتحميلها على الجائز البديل الناتجة أيضا عن الخارجية و 
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g*h*  وتمثيل الانتقالات في الجائز الأصلي بعزوم انعطاف في الجائز البديل وكذلك
والموضح في الشكل رقم  جائز البديلالدورانات في الجائز الأصلي بقوى قاطعة في ال

(2-9bوبالاعتماد على )  معادلات التوازن  للعنصر الأفقيgh :نجد 
∑ Mℎ∗ = 0 →  ∆𝑔 + 𝜃𝑔 ∗ 𝐿 −

𝑀𝑔ℎ. 𝐿

2𝐸𝐼
 
2𝐿

3
− ∆ℎ −

𝐹

𝐸𝐼
𝑋ℎ = 0 

 صلاحها نجد:ا  و  EIوضربها بــ  Lبتقسيم هذه العلاقة على 
𝐸𝐼

 ∆𝑔 − ∆ℎ

𝐿
+ 𝐸𝐼(𝜃𝑔) −

𝑀𝑔ℎ. 𝐿

3
 −

𝐹

𝐿
𝑋ℎ = 0 

𝑅𝑔   وبتعويض قيمة 
∗ =

𝐹

𝐿
𝑋ℎ 

𝑀𝑔ℎ =
3𝐸𝐼

𝐿
(𝜃𝑔 −

 ∆ℎ − ∆𝑔

𝐿
) −

3

𝐿
(  𝑅𝑔

∗) 
− لكن القيمة

3

𝐿
(  𝑅𝑔

∗) = 𝑀𝑔ℎ
𝑀𝐹    تعبر عن عزم الوثاقة المعدل  

𝜓𝑔ℎأن القيمة  بفرض =
 ∆ℎ−∆𝑔

𝐿
 تعبر عن دوران العنصر الناتج عن الانتقال  
)خاص بالانتقال المتعامد مع المجال المدروس( يكون موجبا  ∆مع ملاحظة أن الحد 

حين يكون باتجاه الأسفل أو باصطلاح آخر عندما يدور العنصر الذي يتأثر بالانتقال مع 
تعويض هذه القيم في العلاقة السابقة تصبح موجبة، وب   𝜓𝑔ℎعقارب الساعة تكون إشارة

 المعادلة النهائية للدورانات على النحو التالي:
𝑴𝒈𝒉 =

𝟑𝑬𝑰

𝑳
(𝜽𝒈 − 𝝍𝒈𝒉) + 𝑴𝒈𝒉

𝑴𝑭 
𝑴𝒈𝒉المعدلة  عزوم الوثاقات قيمأما 

𝑴𝑭  ومسنود(  يمكن ق) عزم الوثاقة لجائز موثو 
 التالية:يجادها بالاعتماد على الفقرة إ

 إيجاد عزم الوثاقة المعدل لجائز موثوق ومسنود: 5-4
يطلق في بعض الأحيان على مفهوم عزم الوثاقة في الجائز الموثوق والمسنود 
بعزم الوثاقة المعدل، حيث يمكننا إيجاد عزم الوثاقة المعدل بالاعتماد على عزوم الوثاقة 

الجائز الأصلي من حيث الأطوال التامة لجائز موثوق من الطرفين له نفس مواصفات 
أحد الوثاقات في الجائز الموثوق من الطرفين حيث تحولت  والحمولات الخارجية والمساند

 الجائز الموثوق والمسنود(. بسيط )حالة مسندإلى 
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 (11-5الشكل رقم )

النظرية للجائز الموثوق والمسنود والجائز الموثوق من الطرفين وجدنا  العلاقاتمن 
 أن:

𝑀𝐴𝑀𝐹 = −
3

𝑙
𝑅𝐴∗ 

𝑀𝐴
𝐹 = − 

2

𝑙
 ( 2 𝑅𝐴∗ − 𝑅𝐵∗ ) 

𝑀𝐵
𝐹 =  +

2

𝑙
 ( 2 𝑅𝐵∗ − 𝑅𝐴∗ )  

الموجبة هي العزوم التي تدور مع عقارب الساعة كما  الوثاقات أن عزوم بفرض
و قسمنا من علاقتي الجائز الموثوق من الطرفين ل ،(61-2)هي موضحة في الشكل رقم 

 لنتج لديــنا: A، وجمعناه مع عزم الوثاقة في 2على  Bفي  الوثاقةعزم 

𝑀𝐴
𝐹 −

𝑀𝐵
𝐹

2
=  − 

2

𝑙
( 2 𝑅𝐴∗ − 𝑅𝐵∗) −

 1

𝑙
  ( 2 𝑅𝐵∗ −  𝑅𝐴∗ ) 

𝑀𝐴
𝐹 −

𝑀𝐵
𝐹

2
=  − 

4 𝑅𝐴∗

𝑙
+  

2 𝑅𝐵∗

𝑙
−  

2 𝑅𝐵∗

𝑙
+

𝑅𝐴∗

𝑙
 

𝑀𝐴
𝐹 −

𝑀𝐵
𝐹

2
= − 

 3 𝑅𝐴∗

𝑙
=  𝑀𝐴𝑀𝐹  

العلاقة التي تربط بين عزوم الوثاقات التامة لجائز موثوق من الطرفين وعزم 
 ومسنود حسب اتجاه دورانها هي:  قالوثاقة المعدل لجائز موثو 
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𝑀𝐴𝑀𝐹 = 𝑀𝐴
𝐹 −

𝑀𝐵
𝐹

2
 

 .ه العلاقةحيث يعوض العزم بإشارته في هذ

 
مؤلف  ACو عنصر أفقي  BDطارية مؤلفة من عنصر شاقولي إمنشأة  :2 مثال
لتأثير حمولة موزعة بانتظام شدتها  ABيتعرض المجاز الأول  BC و ABمن مجازين 

15kN/m'  15وحمولة مركزة في منتصفه شدتهاkN يتعرض المسند ،D  لهبوط مقداره
10mm  0.0008=4   ذا علمت أن عطالات العناصر هيإفmABI  

=0.0006m4BD=IBCI  :والمطلوب 
 قرر هذا الإطار باستخدام معادلة الدورانات .6

  edures Proc Analyzingطريقة التحليل:
وانطلاقا من  (3-2)نوجد قيم عزوم الوثاقات المعدلة بالاعتماد على الفقرة -6

عزوم الوثاقات التامة مع الأخذ بعين الاعتبار الإشارة الموجبة للعزم حسب اتجاه 
 دورانه )مع عقارب الساعة موجب(

 نكتب معادلة الدورانات لكل عنصر للبداية والنهاية باستثناء العنصر الذي-5
يحتوي على مفصل او مسند بسيط حيث يكتفى بكتابة معادلة واحدة للطرف 

 المستمر

 بما أن العقد متوازنة يكون مجموع العزوم في كل عقدة يساوي الصفر-4

∑ Mi = 0 
 نحصل على عدد من معادلات التوازن يساوي عدد العقد-3
  𝜽نقوم بحل هذه المعادلات فنحصل على قيم زوايا الدوران -2

فنحصل على العزوم النهائية  في معادلات العزوم   𝜽عوض قيم زوايا الدوران ن-1
 في جميع عناصر الإطار

 نعوض هذه العزوم في كل عقدة حسب اتجاه دورانها لكل عنصر-7

نحسب ردود الأفعال ونرسم مخططات القوى الداخلية لكل عنصر حسب -3
 جاه شد الأليافموقعه، مع اعتبار إشارة مخطط عزم الانعطاف حسب ات
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 اوجد ردود الأفعال وارسم مخطط القوة القاطعة والقوة المحورية وعزم الانعطاف .5

 
 نوجد عزوم الوثاقات التامة والمعدلة للفتحات المحملة. أولا:

 
𝑀𝐴𝐵

𝐹 = −
𝑤𝐿2

12
−

𝑃𝐿

8
= −

15(4)2

12
−

15(4)

8
= −27.5  kN. m   

 𝑀𝐵𝐴
𝐹 = +27.5  kN. m 

  Cنوجد قيم زوايا دوران العناصر الناتجة عن انتقال المسند 
𝜓𝐴𝐵 = 𝜓𝐵𝐴 =

Δ𝐵 − Δ𝐴

𝐿
=

0.01 − 0

4
 

𝜓𝐵𝐶 = 𝜓𝐶𝐵 =
Δ𝐶 − Δ𝐵

𝐿
=

0 − 0.01

3
 

 𝜓
𝐴𝐵

= 𝜓
𝐵𝐴

= +
Δ

4
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛         𝜓

𝐵𝐶
= 𝜓

𝐶𝐵
= −

Δ

3
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛   

 .(66-2التوضيحي رقم ) كما هو موضح بالشكل
 نكتب معادلات الدورانات لجميع العناصر مع الأخذ بعين الاعتبار أن :ثانيا

 𝜃
𝐴

= 𝜃𝐷 =  لانعدام الدوران في الوثاقة  0
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𝑀𝐴𝐵 = 2𝐸
0.0008

4
[0 + 𝜃𝐵 − 3

0.010

4
] − 27.5 

 
 (11-5الشكل رقم )

𝑀𝐴𝐵 = 0.0004𝐸[𝜃𝐵 − 0.0075] − 27.5 
𝑀𝐵𝐴 = 0.0004𝐸[2𝜃𝐵 − 0.0075] + 27.5 

𝑀𝐵𝐶 = 3𝐸
0.0006

3
[𝜃𝐵 +

0.010

3
] + 0 

𝑀𝐵𝐶 = 0.0006𝐸[𝜃𝐵 + 0.00333] 
𝑀𝐵𝐷 = 2𝐸

0.0006

3
[2𝜃𝐵 + 0 − 0] + 0 

𝑀𝐵𝐷 = 0.0008𝐸[𝜃𝐵]               𝑀𝐷𝐵 = 0.0004𝐸[𝜃𝐵] 
 نطبق شرط توازن العزوم في العقد: :ثالثا

𝑀𝐵𝐴 + 𝑀𝐵𝐶 + 𝑀𝐵𝐷 = 0 

𝜃𝐵 =
172.5

440(103)
= 0.39205(10−3)𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 

 نعوض قيمة زاوية الدوران في معادلات العزوم :رابعا
509.772 kN.m-= BAM 596.136 kN.m-= ABM 

kN.m =62.726BDM kN.m =447.046BCM 

kN.m =31.363DBM 
نوجد ردود الأفعال بعزل كل فتحة مع حمولاتها والعزوم المؤثرة على العقد  :خامسا
  كما هو موضح بالشكل ن العزم الموجب يدور مع عقارب الساعةأمع اعتبار 

 .(65-2رقم )
𝑅𝐴𝐵 = 7.5 + 30 +

596.136 + 509.772

4
= 313.98 

𝑅𝐵𝐴 = 7.5 + 30 −
596.136 + 509.772

4
= 238.98 
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𝑅𝐵𝐶 = −
447.046

3
= −149.02       𝑅𝐶𝐵 = −𝑅𝐵𝐶 = +149.02 

𝑅𝐵𝐷 =
62.726 + 31.363

3
= 31.36      𝑅𝐷𝐵 = −𝑅𝐵𝐷 = −31.36 

هو موضح في نرسم مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف كما  :سادسا
 (.64-2رقم ) الشكل

ندرس حيث إيجاد ردود الأفعال المتبقية ب ،رسم مخطط القوى المحوريةن :سابعا
 (.63-2كما هو موضح في الشكل رقم )توازن القوى في كل عقدة 

لذلك  ،)مجموع العزوم في كل عقدة يساوي الصفر( المؤثرة في العقدالعزوم  تتوازن
ثم ندرس توازن العناصر بعد وضع  ،قية والقوى الشاقوليةسوف ندرس توازن القوى الأف

بتوازن القوى الشاقولية لوجود مجهول واحد وهو نبدأ و  ردود الأفعال المجهولة لكل مسند
𝑅𝐵𝑉 

Σ𝐹𝑦 = 0 → 𝑅𝐵𝐴 + 𝑅𝐵𝐶 + 𝑅𝐵𝑉 = 0 

238.98 − 149.02 + 𝑅𝐵𝑉 = 0   → 𝑅𝐵𝑉 = −89.96 
 BAHو  BCHالتي تحتوي على مجهولين وهما  Bقي للعقدة أما دراسة التوازن الأف
 Bثم نعود لدارسة التوازن الأفقي للعقدة  BCHلإيجاد  BCلذلك نقوم بدراسة العنصر

 (63a-2الموضح في الشكل رقم ) BCدراسة توازن العنصر  أولا:
𝛴𝐹𝑥 = 0 → 𝐻𝐵𝐶 = 0      

 Bدراسة العقدة إلى  بالعودة
Σ𝐹𝑥 = 0 → 𝑅𝐵𝐷 + 𝐻𝐵𝐴 − 𝐻𝐵𝐶 = 0 → 𝐻𝐵𝐴 = −𝑅𝐵𝐷 = −31.36 

 (63-2الموضح في الشكل رقم ) ABدراسة توازن العنصر  ثانيا:
Σ𝐹𝑥 = 0 → 𝐻𝐵𝐴 − 𝐻𝐴𝐵 = 0 → 𝐻𝐴𝐵 = 𝐻𝐵𝐴 = −31.36 

 (63b-2الموضح في الشكل رقم ) BDدراسة توازن العنصر  :ثالثا
عناصر الشاقولية ودراسة التوازن الأفقي للعناصر يتم دراسة التوازن الشاقولي لل

 الأفقية.
Σ𝐹𝑦 = 0 → 𝑅𝑉𝐵 + 𝑅𝐵𝑉 = 0 →  𝑅𝑉𝐵 = 89.96 
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 ( ردود الأفعال 12-5الشكل رقم )
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 القاطعة وعزم الانعطاف( مخططات القوى 13-5الشكل رقم )

 
 ( توازن العقد والعناصر 14-5الشكل رقم )
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حيث يخضع هذا العنصر لتأثير قوة  ،BDدراسة العنصر  نكون قد أنهينا وبذلك
 .أما دراسة التوازن الأفقي فهو محقق، kN 89.96محورية ضاغطة شدتها 

هذه الموازنة السريعة نستطيع رسم مخطط القوى المحورية ومعرفة ردود  جراءإبعد 
 (.62-2كما هو موضح في الشكل رقم ) الأفعال النهائية في كل مسند

 
 ( مخطط القوى المحورية15-5رقم )الشكل 

 

  Special Cases حالات خاصة: 5-5
الحالة الأولى: في حال وجود تناظر تام في الشكل والمساند  5-5-1

 والعطالات والحمولات والأطوال
 نصادف في هذه الحالة موقعين لمحور التناظر وهما: 

إذا كان موقع محور التناظر يمر من العقدة حيث يمكننا حل  :أولا
عند هذه العقدة لأن الدوران معدوم عند محور   بوضع وثاقةنصف الجملة 

 التناظر في الجمل المتناظرة.
إذا كان موقع محور التناظر يمر من منتصف فتحة في هذه  :ثانيا

الجملة مع الأخذ بعين الاعتبار كامل الفتحة التي  الحالة يمكننا حل نصف
يتي الدوران المتناظرتين يمر منها محور التناظر وتطبيق شرط التناظر على زاو 

يسار θ مباشرة )   الواقعتين على يمين ويسار محور التناظر = −𝜃يمين) 
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طارا مكونا من طابقين يتعرض لتأثير إ( 61-2رقم ) الشكل يبين :(3)مثال
ينة في الشكل فاذا علمت أن الأبعاد والحمولات والعطالات والمساند مبينة بالحمولات الم

 على الشكل والمطلوب:
 معادلة الدورانات قرر هذا الإطار بالاعتماد على .6

أوجد ردود الأفعال وارسم مخططات القوى المحورية والقوى القاطعة وعزم  .5
 الانعطاف.

هذا الإطار متناظر لذلك يمكن حل نصف هذا الإطار وبالتناظر يمكن  :الحل
إيجاد ردود الأفعال والقوى المحورية والقوى القاطعة وعزوم الانعطاف في النصف الآخر 

 (.67-2ح في الشكل رقم )من الإطار الموض
 DEوالفتحة  GKحساب عزوم الوثاقات التامة للفتحة  أولا:

𝑀𝐺𝐾
𝐹 = −

𝑞𝑙2

12
= −32,    𝑀𝐾𝐺

𝐹 = +
𝑞𝑙2

12
= +32 

 
 (16-5الشكل رقم )



175 

 

𝑀𝐷𝐸
𝐹 = 𝑀𝐸𝐷

𝐹 =
𝑍

4
= 2 

 

 
 (17-5الشكل رقم )

 والمساند نكتب معادلات الدورانات للعقد :ثانيا
 :G العقدة

𝑀𝐺𝐷 =
2𝐸𝐼

4
(2𝜃𝐺  + 𝜃𝐷) 

𝑀𝐺𝐾 =
2𝐸2𝐼

8
(2𝜃𝐺  + 𝜃𝐾) − 32 =

𝐸𝐼

2
(𝜃𝐺  ) − 32 

 :E الوثاقة

𝑀𝐸𝐷 =
2𝐸𝐼

4
(𝜃𝐷) + 2 
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 Gو D نوازن العقد ثالثا:

𝛴𝑀𝐷 = 0 → 𝑀𝐷𝐸 + 𝑀𝐷𝐺 + 𝑀𝐷𝐴 = 0 →
𝐸𝐼

2
(5𝜃𝐷 + 𝜃𝐺) + 2 = 0 

𝛴𝑀𝐺 = 0 → 𝑀𝐺𝐷 + 𝑀𝐺𝐾 = 0 →
𝐸𝐼

2
(3𝜃𝐺 + 𝜃𝐷) − 32 = 0 

  Gو D تينبحل هاتين المعادلتين حلا مشتركا نوجد قيم زوايا دوران العقد
𝜃𝐷 =

−76

14𝐸𝐼
        ,       𝜃𝐺 =

162

7𝐸𝐼
 

العزوم في العقد  قيم زوايا الدوران في معادلات العزوم فنستنتج قيم نعوض
 والوثاقات

𝑀𝐷𝐸 = −3.43 , 𝑀𝐷𝐺 = 6.14 
𝑀𝐷𝐴 = −2.71,     𝑀𝐺𝐷 = 20.43 

𝑀𝐺𝐾 = −20.43,      𝑀𝐸𝐷 = −0.715 
بعد إيجاد قيم العزوم في العقد والمساند نقوم بتمثيلهم على الإطار حسب اتجاه 

 (63-2)كما هو موضح في الشكل رقم  دوران عقارب الساعة

 
 (18-5الشكل رقم )
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كل عنصر ونوجد ردود أفعاله ونرسم مخططات القوى القاطعة والقوى  نعزل
القوى  تأما العناصر المتناظرة فتكون ردود الأفعال ومخططا، المحورية وعزم الانعطاف

 عكسيا. ار المحورية وعزم الانعطاف متناظرة أما مخطط القوى القاطعة فيكون متناظ
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 ،في حال وجود عزم يؤثر في العقدة أو ظفر الثانية: الحالة 5-5-2
 .الخارجيساوي العزم يفي هذه العقدة  المؤثرة مجموع العزوميكون عندها 
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على مسند ثابت، يتعرض Bومسنود في  Aموثوق في  يجائز هيكل :(4)مثال 
 ( والمطلوب:69-2لتأثير الحمولات الموضحة في الشكل رقم )

 قرر هذا الجائز باستخدام معادلة الدورانات.-6
ورية وعزم حساب ردود الأفعال في المساند ورسم مخططات القوى القاطعة والقوى المح-5

ثابت وأن عزوم العطالة والأبعاد  Eإذا علمت أن عامل المرونة الطولي  الانعطاف
 موضحة على الشكل.

 
 (19-5الشكل رقم )

 :الحل
 التامة والمعدلة تعزوم الوثاقا حساب أولا: 

 

 
𝑀𝐶𝐵

𝐹 = −
𝑞𝑙2

12
= −12       𝑀𝐵𝐶

𝐹 =
𝑞𝑙2

12
= 12       𝑀𝐶𝐵

𝑀𝐹 = −12 − (
12

2
) = −18  
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𝑀𝐴𝐶
𝐹 = −

𝑃𝑎𝑏2

𝐿2
= −1.5      𝑀𝐶𝐴

𝐹 =
𝑃𝑏𝑎2

𝐿2
= 4.5 

 tm 2- =CM :الظفرعزم 
 :كتابة معادلات الدورانات للعقدة والمسند ثانيا:

𝑀𝐶𝐴 =
2𝐸𝐼

4
(2𝜃𝐶) + 4.5,     𝑀𝐶𝐵 =

3𝐸2𝐼

6
(𝜃𝐶) − 18 

𝑀𝐴𝐶 =
2𝐸𝐼

4
(𝜃𝐶) − 1.5 

   Cمعدلة التوازن في العقدة نكتب :لثاثا
Σ𝑀𝐶 = −2    →  𝑀𝐶𝐴 + 𝑀𝐶𝐵 = −2   → 2𝐸𝐼𝜃𝐶 + 4.5 − 18 = −2   

𝜃𝐶 =
5.75

𝐸𝐼
  

𝜃𝐶قيمة    نعوض =
5.75

𝐸𝐼
في معادلات العزوم فنحصل على قيم العزوم في    

 Aوالوثاقة  Cالعقدة 
𝑀𝐶𝐴 = 10.25   ,    𝑀𝐶𝐵 = −12.25    ,   𝑀𝐴𝐶 = 1.375 

ردود الأفعال ورسم مخططات القوى الداخلية نعزل كل فتحة مع حمولاتها  لإيجاد 
الخارجية وعزوم العقد وندرس توازن كل جزء بمعزل عن الآخر ثم ندرس التوازن الأفقي 

 والشاقولي لكل عقدة ونوجد ردود الأفعال الناقصة لكل مسند.

 
 مخطط القوة القاطعة
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 مخطط عزم الانعطاف

 
 مخطط القوة المحورية

 

م يؤثر في عز وجود  ظفر، أووجود  ةحالالحالة الثالثة:  5-5-3
عزم  مساوية لنصفعزم الوثاقة المعدل تكون قيمة ، مسند بسيط خارجي 

 وله نفس اتجاه الدوران. الظفر
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، Cعلى مسند منزلق في  ومسنود Bو Aموثوق في  يجائز هيكل :5مثال 
 ( والمطلوب:51-2يتعرض لتأثير الحمولات الموضحة في الشكل رقم )

 قرر هذا الجائز باستخدام معادلة الدورانات.-6
حساب ردود الأفعال في المساند ورسم مخططات القوى القاطعة والقوى -5

ثابت وأن عزوم  Eإذا علمت أن عامل المرونة الطولي . المحورية وعزم الانعطاف
 .(51-2العطالة والأبعاد موضحة على الشكل رقم )

 
 (21-5الشكل رقم )

 :الحل
 التامة والمعدلة تعزوم الوثاقا حساب :أولا

𝑀𝐷𝐶1
𝑀𝐹 = −6 −

6

2
= −9       𝑀𝐷𝐶2

𝑀𝐹 = −12 −
6

2
= −15    

    𝑀𝐷𝐶
𝑀𝐹 = −9 − 15 + 2 = −22 

 
 عزوم الوثاقات التامة حساب
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 كتابة معادلات الدورانات للعقدة والمسند ثانيا:
𝑀𝐷𝐴 =

2𝐸𝐼

4
(2𝜃𝐷) + 2     ,        𝑀𝐷𝐵 =

2𝐸𝐼

8
(2𝜃𝐷) 

𝑀𝐷𝐶 =
3𝐸𝐼

6
(𝜃𝐷) − 22 

𝑀𝐴𝐷 =
2𝐸𝐼

4
(𝜃𝐷) + 2     ,    𝑀𝐵𝐷 =

2𝐸𝐼

8
(𝜃𝐷) 

   Dمعادلة التوازن في العقدة نكتب :لثاثا
𝛴Σ𝑀𝐷 = 0    →  𝑀𝐷𝐴 + 𝑀𝐷𝐵 + 𝑀𝐷𝐶 = 0   → 2𝐸𝐼𝜃𝐶 + 4.5 − 18 = 0   

𝜃𝐷 =
10

𝐸𝐼
  

 Dعزوم فنحصل على قيم العزوم في العقدة في معادلات ال   𝜃𝐷قيمة    نعوض
 Bو  Aوالوثاقات 

𝑴𝑫𝑨 = 𝟏𝟐        𝑴𝑫𝑩 = 𝟓    ,   𝑴𝑫𝑪 = −𝟏𝟕    𝑴𝑨𝑫 = 𝟕      𝑴𝑩𝑫 = 𝟐. 𝟓      
ردود الأفعال ورسم مخططات القوى الداخلية نعزل كل فتحة مع حمولاتها  لإيجاد 

ازن كل جزء بمعزل عن الآخر ثم ندرس التوازن الأفقي الخارجية وعزوم العقد وندرس تو 
 والشاقولي لكل عقدة ونوجد ردود الأفعال الناقصة لكل مسند.

 
 حساب ردود الأفعال والقوى المحورية
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 مخطط القوة القاطعة

 

 
 مخطط عزم الانعطاف
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 مخطط القوة المحورية

 5166الفصلية الثالثة أيلول  الدورة: (6)مثال
مساند ثابتة، يتعرض لتأثير الحمولات  على Bو Aمسنود في  يلجائز هيك

 ( والمطلوب:56-2الموضحة في الشكل رقم )
 قرر هذا الجائز باستخدام معادلة الدورانات.-6

 
 (21-5الشكل رقم )

حساب ردود الأفعال في المساند ورسم مخططات القوى القاطعة والقوى المحورية وعزم -5
ثابت وأن عزوم العطالة والأبعاد  Eعامل المرونة الطولي  إذا علمت أن ،الانعطاف

 موضحة على الشكل.
 التامة والمعدلة تحساب عزوم الوثاقا الحل:
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لأن الفتحات غير محملة، أما العزم في العقدة  تامة أو معدلة عزوم وثاقات لايوجد
C  10فيساويtm - 8*1.25=- =CM )عكس عقارب الساعة( 

 (C)نات للعقدة كتابة معادلات الدورا

𝑀𝐶𝐴 =
3𝐸𝐼

6
(𝜃𝐶),         𝑀𝐶𝐵 =

3𝐸𝐼

4
(𝜃𝐶) 

   (C)نكتب معادلة التوازن في العقدة
Σ𝑀𝐶 = −10    →  𝑀𝐶𝐴 + 𝑀𝐶𝐵 = −10   → 1.25𝐸𝐼𝜃𝐶 = −10   

𝜃𝐶 = −
8

𝐸𝐼
  

𝜃𝐶قيمة نعوض   Cالعزوم في العقدة في معادلات العزوم فنحصل على قيم     
𝑀𝐶𝐴 = −𝟒             𝑀𝐶𝐵 = −𝟔         

ردود الأفعال ورسم مخططات القوى الداخلية نعزل كل فتحة مع حمولاتها  لإيجاد 
الخارجية وعزوم العقد وندرس توازن كل جزء بمعزل عن الآخر ثم ندرس التوازن الأفقي 

 الناقصة لكل مسند. والشاقولي لكل عقدة ونوجد ردود الأفعال
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 مخطط القوة القاطعة

 
 مخطط عزم الانعطاف
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 مخطط القوة المحورية
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 الفصل السادس
 المقررة نشائيةمبادئ الطاقة في حساب تشوهات الجمل الإ

 مبدأ العمل الافتراضي 
Virtual Work Principle for Determinate Structures  
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 preface مقدمة: 6-1

ئ الطاقة من المبادئ الأكثر عمومية من المبادئ السابقة باعتبار أنه تعتبر مباد
ة والجوائز ييمكن تطبيقها على عدة أنواع مختلفة من المنشآت الهندسية مثل الجمل الشبك

هذه الطريقة في حساب الانتقال أو الدوران لنقطة واحدة من  وتكمن مساوئ طارات،والإ
ذا أردنا حساب الانتقال ،المنشأ أو الدوران لنقطة أخرى فانه يجب علينا إعادة الحل من  وا 

 جديد لهذه النقطة.
المقررة نشائية مبادئ الطاقة في حساب تشوهات الجمل الإ أحدسوف نستعرض 

وهو مبدأ العمل الافتراضي والذي يمكن من خلاله حساب الانتقال والدوران في جميع 
 مقاطع الجمل الانشائية.

ثل نظرية كاستليانو ونظرية بتي وماكسويل فإننا لن ندخل أما المبادئ الأخرى م
 نشائية للمسائل المطروحة.في تفاصيلها نظرا لتشابه المعالجة الإ

سوف نبدأ باستعراض المفاهيم الأساسية للعمل الناتج عن القوى والمزدوجات خلال 
في صياغة  يستخدم الذي تشوه المنشأة الهندسية ومن ثم نناقش مفهوم العمل الافتراضي

وسوف  طارات.والإواستنباط مبدأ العمل الافتراضي لتشوهات الجمل الشبكية والجوائز 
 طارات نشتق علاقات الطاقة للجمل الشبكية والجوائز والإ

 Concept of Work مفهوم العمل: 6-2

يمكن التعبير ببساطة عن مفهوم العمل الناتج عن قوة تؤثر على جسم معين بأنه 
ذه القوة بالانتقال التي تخضع له نقطة تأثير هذه القوة باتجاه تطبيقها، حاصل جداء ه

ويكون العمل موجبا إذا كان الانتقال باتجاه هذه القوة وسالبا إذا كان الانتقال بعكس اتجاه 
 القوة.

خلال تشوه المنشأة الخاضعة لجملة  Pسوف نستنبط العمل المنجز بواسطة القوة 
وتتراوح هذه  (،6a-1" كما هو موضح في الشكل رقم ) P قوةالمن القوى "التي تشمل 

إلى للشكل غير المتشوه للمنشأة  Aمن الموقع الأساسي  Pالقيمة حسب إزاحة موقع القوة 
والناتج عن  Pالمنجز للقوة  dWيكون العمل  .'Aالنهائية للمنشأة بعد التشوه  الوضعية

 ه القوة والتي يمكن التعبير عنها: تابع لنقطة تأثير هذ ∆dانزياح تفاضلي مقداره 
𝑑𝑊 = 𝑃(𝑑∆) 
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الناتج عن الانتقال الكلي  Pويمكن الحصول على العمل الكلي الذي تنجزه القوة 
  dWبتكامل العلاقة السابقة   ∆

   (6 − 1)         𝑊 = ∫ 𝑃(𝑑∆)
∆

0

 

 
 مفهوم العمل (1-6الشكل رقم )

المحصورة أسفل  المساحةإلى ساوي العمل المنجز ي أنإلى تشير العلاقة السابقة 
 (.6b-1المنحني البياني للقوة والانتقال كما هو موضح بالشكل رقم )

ذا تم إفي هذا الفصل على تحليل المنشآت الخطية المرنة، ف اهتمامناسوف نركز 
بشكل متزايد خطيا مع الانتقال من الصفر حتى قيمة الانتقال النهائية كما  Pتطبيق القوة 

 مساحةإلى ن العمل المنجز في هذه الحالة يساوي إ( ف6c-1في الشكل رقم ) هو مبين
 المثلث المحصورة تحت مخطط القوة الانتقال والذي يعبر عنه بالعلاقة التالية:

  (6 − 2)       W =
1

2
𝑃∆ 
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 P(، عندما تكون القوة 6d-1وهناك حالة خاصة أخرى موضحة في الشكل رقم )
تأثير قوى أخرى مستقلة ناتج عن (  ∆ره امقد)تأثيرها من انتقال ثابتة بينما تعاني نقطة 

يساوي مساحة المستطيل  P، في هذه الحالة يكون العمل الذي تنجزه القوة Pعن القوة 
 المحصورة تحت مخطط القوة الانتقال والذي يعبر عنه بالعلاقة التالية:

  (6 − 3)          W = 𝑃∆ 
قتي العمل السابقتين مع ملاحظة أن علاقة نه من الضروري التمييز بين علاا  و 

عندما يتزايد الانتقال خطيا بتزايد القوة المؤثرة، أما في  1/2العمل تحتوي على العامل 
ن هذه العلاقة لا تحتوي على هذا العامل، ونظرا لأهمية وجوب التمييز إحال ثبات القوة ف

رر في إيجاد عدة طرائق بين هاتين الحالتين فانه سوف يتم استخدامهما بشكل متك
 لحساب التشوهات في المنشآت الهندسية.

ويكون التعبير عن العلاقات الخاصة بالعمل الناتج عن مزدوجات العزم بأسلوب 
 مشابه للعلاقات الخاصة بالقوى والمستنتجة سابقا.

 𝑑𝜃والناتج عن دوران تفاضلي مقداره   Mالمنجز لمزدوجة العزم dWيكون العمل 
 قطة تأثير هذه المزدوجة والتي يمكن التعبير عنها: تابع لن

𝑑𝑊 = 𝑀(𝑑𝜃) 
الناتج عن الدوران  Mويمكن الحصول على العمل الكلي الذي تنجزه المزدوجة 

  dWبتكامل العلاقة السابقة  𝜃الكلي 

 (6 − 4)            𝑊 = ∫ 𝑀(𝑑𝜃)
𝜃

0

 

دوران من الصفر حتى بشكل متزايد خطيا مع ال  Mذا تم تطبيق مزدوجة العزمإف
ن العمل المنجز في هذه إ( ف6c-1قيمة الدوران النهائية كما هو مبين في الشكل رقم )

مساحة المثلث المحصورة تحت مخطط القوة الدوران والذي يعبر عنه  إلى الحالة يساوي 
 بالعلاقة التالية:

   (6 − 5)      W =
1

2
𝑃𝜃 
 𝜃ا تعاني نقطة تأثيرها من دوران مقدراه ثابتة بينم  Mوعندما تكون مزدوجة العزم

في هذه الحالة يكون العمل الذي   Mتأثير قوى أخرى مستقلة عن مزدوجة العزمناتج عن 
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يساوي مساحة المستطيل المحصورة تحت مخطط القوة الانتقال   Mتنجزه مزدوجة العزم
 والذي يعبر عنه بالعلاقة التالية:

    (6 − 6)        W = 𝑃𝜃 
  Principle of Virtual Work :دأ العمل الافتراضيمب 6-3

وسائل فعالة  6767أعطى مبدأ العمل الافتراضي الذي أوجده العالم برنولي عام 
، وسوف نقوم بدراسة حالتين من هذا المبدأ الإنشاءاتلحل عدة مسائل هامة في ميكانيك 

 the principle of() )أساسيات الانتقالات الافتراضية للأجسام الصلبةـوالذي يسمى ب

virtual displacements for rigid bodies ( و)أساسيات القوى الافتراضية للأجسام
ويستخدم المفهوم  (principle of virtual forces for deformable bodiesالمتشوهة() 

حد الطرائق العامة الأكثر فعالية أالأخير في تطوير مبدأ العمل الافتراضي والذي يعتبر 
 ي تحديد تشوهات المنشآت الهندسية. ف

 حساب تشوهات الجمل الشبكية بالاعتماد على مبدأ العمل الافتراضي 6-4
نريد أن  ،(5a-1موضح في الشكل رقم )والمقررة الشبكية الجملة الليكن لدينا  

في الشبكي الخاضع لتأثير حمولتين خارجيتين هما  Bللنقطة  ∆نحدد الانتقال الشاقولي 
P1  وP2. 

نه يمكننا حساب القوى المحورية في عناصره بالاعتماد إبما أن الشبكي مقرر ف
 Jهي القوة المحورية المؤثرة في العنصر  Fعلى الطرائق التي مرت معنا سابقا ولتكن 

(، يمكننا حساب 5a-1( كما هو مبين في الشكل رقم )CD)وليكن العنصر  
اد على مبادئ مقاومة المواد من العلاقة لهذا العنصر بالاعتم𝛿 التشوهات المحورية 

 التالية:
𝛿 =

𝐹𝐿

𝐸𝐴
 

 عن Eوالمقطع العرضي للعنصر  عن Aوعن طول العنصر  Lوتعبر الحدود 
 عامل المرونة الطولي للعنصر.
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رقم  للشبكي الموضح في الشكل Bفي النقطة  ∆من أجل تحديد الانتقال الشاقولي 
لتأثير قوة واحدية افتراضية في العقدة باتجاه  نختار جملة افتراضية تتعرض (،1-5)

 (.5b-1الانتقال كما هو موضح في الشكل رقم )

 الجملة الافتراضية الجملة الحقيقية
 (2-6الشكل رقم )

نحو الأسفل والذي يكون باتجاه  ∆ في الجملة الحقيقية مع ملاحظة أن الانتقال
تراضية، ونستطيع إيجاد القوى المحورية في عناصر الجملة الافتراضية الناتجة القوة الاف

هي  Fvعن القوة الواحدية الافتراضية باستخدام طريقة العقد التي مرت معنا سابقا، ولتكن 
الجائز الشبكي  بفرض أنمن الجملة الافتراضية،  jالقوة المحورية المؤثرة في العنصر 

"وهي  ∆ ينتقل بمقدار "لتأثير الحمولة الواحدية الافتراضيةالذي يتعرض "الافتراضي 
(، 5a-1في الشكل رقم )كما هو مبين  "عن الحمولات الحقيقية المبينة ةالناتجالمسافة 

يكون العمل الافتراضي الخارجي الذي تنجزه القوة الواحدية الافتراضية الناتج عن التشوه 
  مساويا للعلاقة التالية: ∆الحقيقي 

=1* (∆)veW 
 CDوهو العنصر  Jمن أجل تحديد العمل الداخلي نركز اهتمامنا على العنصر 

(، بحيث يكون العمل الداخلي الناتج عن تأثير القوة 5a-1في الشكل رقم ) الموضح
 Fv. 𝛿مساويا لـ  𝛿والناتج عن التشوهات المحورية الحقيقية  Jفي العنصر  Fvالمحورية 

 معطى بالعلاقة التالية:الكلي لجميع عناصر الجائز الشبكي  وبذلك يكون العمل الداخلي
 𝑊𝑣𝑖 = ∑ 𝐹𝑣(𝛿) 
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العمل الافتراضي الخارجي بالعمل الافتراضي الداخلي بالتوافق مع مبدأ  بمساواة
القوى الافتراضية للأجسام المتشوهة نحصل على التعبير التالي لطريقة العمل الافتراضي 

 ل الشبكيةبالنسبة لتشوه الجم
     (6 − 7)      1(∆) = ∑ 𝐹𝑣(𝛿) 

الانتقالات  نستبدلتكون التشوهات ناتجة عن تأثير الحمولات الخارجية  وعندما
 الافتراضية بالانتقالات الحقيقية في العلاقة السابقة بحيث تصبح على الشكل التالي:

(6 − 8)       1(∆) = ∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) 

الذي يمكن   (∆)ول الوحيد في هذه العلاقة هو الانتقال يكون المجه وبذلك
 الحصول عليه من العلاقة السابقة. 

 تغيرات درجة الحرارة وأخطاء التصنيع 6-4-1
يمكن استخدام علاقة العمل الافتراضي الواردة في الفقرة السابقة لتحديد التشوهات 

التصنيع وأي تأثيرات أخرى  في الجمل الشبكية الناتجة عن تغير درجات الحرارة وأخطاء
"معلومة أو يمكن تقديرها مسبقا" في عناصر الجملة  𝛿ينتج عنها تشوهات محورية 

الناتج عن تغير في  Lذو الطول  Jالشبكية، ويعطى التشوه المحوري للعنصر الشبكي 
 بالعلاقة التالية: 𝑇∆درجة الحرارة 

  𝛿 = 𝛼(∆𝑇)𝐿 
و بتعويض العلاقة السابقة بالعلاقة  ،Jللعنصر عن عامل التمدد الطولي  𝛼 وتعبر

6) رقم  −  نحصل على العلاقة التي تعبر عن الانتقال الناتج عن تغير درجة الحرارة. (8
      (6 − 9)       1(∆) = ∑ 𝐹𝑣𝛼(∆𝑇)𝐿 

الناتجة عن أخطاء التصنيع فيمكن تحديدها بشكل بسيط وذلك  التشوهاتأما 
6) اصلة في طول العنصر في العلاقة رقم الح 𝛿بتعويض التغيرات  − 7) 

 

 Procedures  Analyzing: إجراءات التحليل 6-4-2

 الجمل الشبكيةيمكن اتباع الخطوات التالية لتحديد التشوهات في 
 اضي:باستخدام نظرية العمل الافتر 

 :الجملة الحقيقية-1
إذا كان التشوه المطلوب إيجاده ناتجا عن تأثير القوى الخارجية عندئذ  

يمكن استخدام طريقة العقد أو طريقة المقاطع لحساب القوى المحورية الحقيقية 
F  في جميع عناصر الجملة الشبكية، ونفترض أن القوى الشادة هي القوى

وى السالبة، وبشكل مشابه فإن الزيادة في الموجبة والقوى الضاغطة هي الق
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 :الجملة الحقيقية-1
 إذا كان التشوه المطلوب إيجاده ناتجا عن تأثير القوى الخارجية عندئذ 

 Fاستخدام طريقة العقد أو طريقة المقاطع لحساب القوى المحورية الحقيقية يتم 
وى الشادة هي القجميع عناصر الجملة الشبكية، ونفترض أن القوى في 

الموجبة والقوى الضاغطة هي القوى السالبة، وبشكل مشابه فإن الزيادة في 
عن أخطاء التصنيع هي  جدرجة الحرارة أو الزيادة في طول العنصر النات

 الموجبة أثناء التحليل والعكس صحيح.

 :الجملة الافتراضية-2
نقوم بإزالة جميع الحمولات الحقيقية الخارجية عن الجملة الشبكية  

نؤثر بقوة افتراضية واحدية في العقدة المطلوب حساب انتقالها وباتجاه و 
الانتقال المطلوب مشكلا بذلك جملة القوى الافتراضية، ثم نوجد القوى 

في جميع العناصر باستخدام طريقة العقد أو المقاطع  Fvالمحورية الافتراضية 
  .(6رة )ويكون اصطلاح الإشارات هو ذات الاصطلاح المستخدم في الفق

 تحديد الانتقال:-3
يمكن تحديد الانتقال المطلوب في الجملة الشبكية باستخدام العلاقة  

6) رقم  − 6) الناتج عن الحمولات الخارجية، واستخدام العلاقة رقم  (8 −

إذا كان التشوه ناتجا عن تغير في درجة الحرارة، واستخدام العلاقة رقم   (9
 (6 − أخطاء التصنيع، ويمكن انشاء جدول نرتب  اذا كان التشوه ناتجا عن(7

فيه القوى الحقيقية والقوى الافتراضية وأطوال العناصر ومقاطعها العرضية 
وعامل التمدد الطولي لنحصل في النهاية على نتائج واضحة وسليمة، فإذا 
كانت الإشارة موجبة فهذا يعني أن الانتقال المحسوب يكون باتجاه القوة 

دية والإشارة السالبة تعني أن الانتقال الحاصل يكون عكس الافتراضية الواح
 القوة الافتراضية الواحدية. 
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  Examples عملية:أمثلة  6-4-3

( يتعرض لتأثير 4-1لدينا الجائز الشبكي المبين في الشكل رقم ) (:1مثال )
ثابتة لجميع  EAورية ذا علمت أن الصلابة المحإف Cفي العقدة  Pحمولة شاقولية شدتها 

 العناصر وأن الأطوال موضحة على الشكل، المطلوب:
 .Fاحسب قيمة الانتقال الشاقولي للعقدة -6 
 BFاحسب دوران العنصر -5 

 
 الجملة الحقيقية (3-6الشكل رقم )

 .Fحساب قيمة الانتقال الشاقولي للعقدة -أولا
يحتوي على العنصر الشبكي  Aد بما أن المسن إيجاد ردود أفعال الجملة الحقيقية.-6

AB ن رد الفعل فيه يساوي ويعاكس القوة المحورية في هذا العنصر )أي يحتوي إفقط ف
 (AHعلى رد فعل أفقي وحيد وهو  Aالمسند 

إيجاد القوى المحورية في الجملة الحقيقية بطريقة العقد حيث نبدأ بالعقدة التي تحتوي -5
  .أو مجهولينمجهول على 

ونوجد  Fملة افتراضية تخضع لتأثير قوة افتراضية واحدية شاقولية في العقدة ج نرسم-4
 ردود أفعال هذه الجملة والقوى المحورية في عناصرها.

نرتب جدولا يحتوي على القوى المحورية التي تؤثر في عناصر الجملة الشبكية -3
دسية للعناصر الحقيقية وعناصر الجملة الشبكية الافتراضية بالإضافة للخصائص الهن

 (6-1والمبين في الجدول رقم )
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 (1الجملة الافتراضية )

 الحقيقة والافتراضية ( القوى المحورية المؤثرة في الجملة الشبكية1-6الجدول رقم )

 العنصر

القوى 
المحورية في 
الجملة 
 Fالحقيقية

القوى المحورية 
في الجملة 
 Fvالافتراضية

الصلابة  الطول
 المحورية

F ∗ Fv ∗ L

EA
 

AB +2P +1 L EA 2PL/EA 

BC +P 0 L EA 0 

CF −√2𝑃 0 L√2 EA 0 

FB +P +1 L EA PL/EA 

FD -P 0 L EA 0 

DB −√2𝑃 −√2 L√2 EA 2√2𝑃L/EA 

(∆)𝐹 = ∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) 5.828PL/EA 

 BFحساب دوران العنصر -ثانيا
واحدية افتراضية على هذا ، نطبق مزدوجة عزم BFلإيجاد دوران العنصر 

  Lتتباعدان بمقدار  نالعنصر، وهي عبارة عن قوتين متساويتين ومتعاكستي
1 = 𝑃∗ ∗ 𝐿 → 𝑃∗ =

1

𝐿
 

 (5-1ثم نوجد قيم القوى المحورية للجملة الافتراضية والمبينة في الجدول رقم )
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(2) الجملة الافتراضية  

الحقيقة والافتراضية ي الجملة الشبكية( القوى المحورية المؤثرة ف2-6الجدول رقم )  

 العنصر
القوى المحورية 
في الجملة 

  Fالحقيقية

القوى المحورية 
في الجملة 
  Fvالافتراضية

 الطول
الصلابة 
 المحورية

F ∗ Fv ∗ L

EA
 

AB +2P +1/L L EA 2P/EA 

BC +P 0 L EA 0 

CF −√2𝑃 0 L√2 EA 0 

FB +P 0 L EA 0 
FD -P -1/L L EA P/EA 

DB −√2𝑃 0 L√2 EA 0 

(𝜃)𝐵𝐹 = ∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) 

3𝑃

𝐸𝐴
 

( يتعرض لتأثير 3-1لدينا الجائز الشبكي المبين في الشكل رقم ) (:2مثال )
 EAذا علمت أن الصلابة المحورية إف Eفي العقدة  P=11 tonحمولة شاقولية شدتها 

على الشكل، المطلوب: حساب قيمة الانتقال  ثابتة لجميع العناصر وأن الأطوال موضحة
 .Dالأفقي للمسند 

 ،نرسم جملة شبكية افتراضية Dالانتقال الأفقي في المسند  قيمة لحساب: الحل
، (2-1كما هو موضح في الشكل رقم ) Dونؤثر بقوة افتراضية أفقية واحدية على المسند 
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ة الحقيقية والجملة الشبكية نحسب قيمة القوى المحورية في عناصر الجملة الشبكيثم 
 (4-1رقم ) ثم نرتب النتائج في الجدول ، ومنالافتراضية

 
 الجملة الحقيقية (4-6الشكل رقم )

 
 الجملة الافتراضية (5-6الشكل رقم )

 الحقيقة والافتراضية ( القوى المحورية المؤثرة في الجملة الشبكية3-6الجدول رقم )

 العنصر

القوى 
المحورية في 

لة الجم
  Fالحقيقية

القوى المحورية 
في الجملة 
  Fvالافتراضية

 الطول
الصلابة 
 المحورية

F ∗ Fv ∗ L

EA
 

AB -3.75 0 5 EA 0 

BC -6 0 5 EA 0 

CD -10 0 5 EA 0 

DE 6 1 3 EA 18/EA 
EF 2.25 1 5 EA 11.25/EA 

FA 2.25 1 3 EA 6.75/EA 
EC 8 0 4 EA 0 
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EB 4.8 0 6.4 EA 0 

FB 0 0 4 EA 0 

(∆)𝐷 = ∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) 

36

𝐸𝐴
 

 حساب التشوهات في الجوائز بالاعتماد على مبدأ العمل الافتراضي 6-5
 النظري للعلاقة: الاستنتاج

نفترض  ،جل توضيح طريقة العمل الافتراضي لتحديد الانتقالات في الجوائزأمن 
( ولنفترض 1-1ن في الشكل رقم )أن الجائز يتعرض لتأثير حمولات عشوائية كما هو مبي

 . Bللنقطة  ∆أنه مطلوب حساب الانتقال الشاقولي 

 
 استنتاج علاقة العمل الافتراضي للجوائز (6-6الشكل رقم )
نختار جملة افتراضية تخضع لتأثير قوة واحدية باتجاه  ∆من أجل تحديد الانتقال 

 (.7-1لشكل رقم )الانتقال المفروض في المقطع المطلوب كما هو موضح في ا
يساوي الانتقال الناتج عن  ،∆الجائز الافتراضي لتأثير انتقال شاقولي  تعرض إذا

  إلى يساوي عن تأثير القوة الواحدية  الخارجي الناتجالحمولات الخارجية يكون العمل 
=1* (∆)veW 

 
 الجملة الافتراضية لحساب الانتقال (7-6الشكل رقم )
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مل الداخلي سوف نركز اهتمامنا على العنصر جل الحصول على العأمن 
كما هو موضح البسيط لجائز ل Aمن المسند اليساري  xالواقع على بعد  dxالتفاضلي 

ولأن الجائز الخاضع لتأثير الحمولة الافتراضية يكون خاضعا ، (7-1في الشكل رقم )
يؤثر على  My للتشوهات الناتجة عن الحمولات الحقيقية يكون عزم الانعطاف الافتراضي

الذي يعطي عملا افتراضيا داخليا  dxالعنصر 
كما هو  𝑑𝜃وكأنه يتعرض لدوران حقيقي مقداره 

( وبهذا يكون العمل 3-1مبين في الشكل رقم )
 dxالداخلي الافتراضي الذي يؤثر على العنصر 

 بالعلاقة التالية: عطيم
            )𝑑𝜃(.=MvvidW     10)-(6 

 Mvلعزم الافتراضي مع ملاحظة أن ا
نه لايحتوي العامل إف 𝑑𝜃يبقى ثابتا خلال الدوران 

 dxعلى طول العنصر التفاضلي  𝑑𝜃الدوران التفاضلي  كتابة، وبما أنه يمكننا 1/2
 بالعلاقة :

 (6 − 11)          𝑑𝜃 =
𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 

وران عن عزم الانعطاف الناتج عن الحمولة الفعلية التي تسبب الد Mحيث تعبر 
𝑑𝜃 ( يمكننا10-6( بالعلاقة رقم )11-6بتعويض العلاقة رقم ) :استنتاج العلاقة التالية 

(6 − 12)         dW𝑣𝑖 = 𝑀𝑣(
𝑀

𝐸𝐼
)𝑑𝑥 

وبذلك يمكننا تحديد العمل الافتراضي الداخلي الكلي الذي يؤثر على كامل طول 
 لجائز( على كامل طول ا12-6الجائز بمكاملة العلاقة رقم )

(6 − 13)             W𝑣𝑖 = ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

 
بالعمل الافتراضي الداخلي   (∆) *Wve=1العمل الافتراضي الخارجي  بمساواة
( نحصل على علاقة التالية التي تعبر عن العمل الافتراضي لحساب 13-6العلاقة رقم )

 في الجوائز: التشوه 

(6 − 14)          1 ∗ (∆) = ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

 

 العمل الداخلي (8-6الشكل رقم )
 dxالمؤثر على العنصر  الافتراضي
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( 1-1من الجائز المبين في الشكل رقم ) Cفي النقطة  𝜃ذا أردنا حساب الدوران إ
سوف نقوم باستخدام مبدأ العمل الافتراضي للجائز الأصلي والجائز الافتراضي الذي 
يخضع لتأثير مزدوجة واحدية تؤثر في النقطة المدروسة كما هو مبين في الشكل رقم 

(1-9). 

 
 الجملة الافتراضية لحساب الدوران (9-6الشكل رقم )

عندما يتعرض الجائز الخاضع لتأثير مزدوجة واحدية لتشوه ناتج عن الحمولات 
  𝜃=1* (veW(الفعلية يكون العمل الافتراضي الخارجي الناتج عن المزدوجة الواحدية 

 قةويكون التعبير عن العمل الافتراضي الداخلي معطى بالعلاقة الساب

W𝑣𝑖 = ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

 
تعبر عن العزم الناتج عن المزدوجة الواحدية بمساواة العمل  𝑀𝑣ن أباعتبار 

W𝑣𝑖الداخلي  يمكننا الحصول على العلاقة التي تعبر عن العمل  W𝑣𝑒بالعمل الخارجي   
 الافتراضي لحساب الدوران في الجوائز:

 (6 − 15)          1 ∗ (𝜃) = ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

 
ثناء اشتقاق المعادلتين ألقد تم اهمال العمل الداخلي الناتج عن القوة القاطعة 

السابقتين نظرا لصغر التشوه الناتج عن هذه القوة مقارنة بالتشوهات الناتجة عن عزم 
لعلاقتين وبذلك تهمل ا (very deep beams)الانعطاف باستثناء الجوائز العميقة جدا 

 السابقتين التشوهات الناتجة عن القوة القاطعة.
سوف نقوم فيما يلي بإجراء عملية التحليل لحساب الانتقال والدوران بطريقة العمل 

 الافتراضي خطوة بخطوة.
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 Procedures Analyzing :إجراءات التحليل 6-5-1
  ارسم الجائز الأصلي مبينا عليه جميع الحمولات الخارجية المؤثرة  .6

ع الحمولات الخارجية وتطبيق قوة يالجائز الافتراضي بعد حذف جم ارسم .5
واحدية باتجاه الانتقال المطلوب في النقطة المطلوب حساب الانتقال فيها، أو 
 تطبيق مزدوجة عزم واحدية باتجاه الدوران في النقطة المطلوب حساب الدوران 

تغيرات نقوم بتفحص الجملة الأصلية والجملة الافتراضية وملاحظة  .4
وبعد وتغيرات المجالات، على كامل طول الجائز،  EIالصلابة الانعطافية 

بحيث تكون الصلابة  عدد من المجالاتلى إ ذلك نقوم بتقسيم الجائز
 الانعطافية متساوية )مستمرة( في كل قطاع من الجائزين الحقيقي والافتراضي

الجائز  لكل مقطع من مقاطع Mنقوم بكتابة معادلة عزم الانعطاف   .3
قل عدد ممكن من الحدود، أوالتي تحتوي على  الحقيقي والجائز الافتراضي

متناسبا في كل من الجائز الحقيقي  Xبحيث يكون مبدأ واتجاه المحور 
 والافتراضي مع الأخذ بعين الاعتبار الاتجاهات الموجبة لعزم الانعطاف.

الجائز لكل مقطع من مقاطع  Mنقوم بكتابة معادلة عزم الانعطاف  .2
الافتراضي الذي يخضع لتأثير قوة واحدية أو مزدوجة عزم واحدية والتي تحتوي 

متناسبا  Xقل عدد ممكن من الحدود، بحيث يكون مبدأ واتجاه المحور أعلى 
مع اتجاهه ومبدئه في الجائز الحقيقي مع الأخذ بعين الاعتبار الاتجاهات 

 الموجبة لعزم الانعطاف.
 حدى العلاقتينإأو الدوران بالاعتماد على  نقوم بتحديد الانتقال .1
( اللتين تم استنتاجهما في الفقرة السابقة وذلك بإجراء 15-6)و ( 6-14) 

 التكامل على كامل مقاطع الجائز

إذا كانت النتيجة موجبة يكون الانتقال باتجاه القوة الافتراضية المفروضة،  .7
 المفروضة.الافتراضية  المزدوجةباتجاه يكون  لدوراناوكذلك 
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 Examples أمثلة عملية: 6-5-2
 Lطوله  B  النهاية الحرةظفري يخضع لتأثير حمولة مركزة في  جائز :(3)مثال 

 والمطلوب: EIوصلابته الانعطافية 
 بطريقة العمل الافتراضي. Bحسب قيمة الانتقال والدوران في النهاية الحرة  .6

 بطريقة العمل الافتراضي. Cحسب قيمة الانتقال والدوران في المنتصف  .5

ر عليه قوة تؤث اافتراضي انرسم جائز  Bلحساب الانتقال الشاقولي في النهاية الحرة 
 شاقولية افتراضية شدتها تساوي الواحد في النهاية الحرة

 

 
 الجملة الحقيقية

 
 ( لحساب الانتقال في النهاية الحرة1الافتراضية ) الجملة

عزم الانعطاف للجائزين الأصلي والافتراضي مع الأخذ بعين  معادلاتنكتب 
 من اليسار في هذه المسألة. xالاعتبار اتجاه المحور 

𝑀 = −𝑃𝑋         𝑀𝑣 = −1𝑋 

1 ∗ (∆) = ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

=  ∫
(−𝑃𝑋)(−1𝑋)𝑑𝑥

𝐸𝐼

𝐿

0

= ∫
(𝑃𝑋2)𝑑𝑥

𝐸𝐼
= [

𝑃𝐿3

3𝐸𝐼
]

𝐿

0

 

 موجب فهذا يعني أن الانتقال باتجاه القوة الافتراضية الانتقالبما أن 
 )نحو الأسفل( 

تؤثر عليه مزدوجة عزم  اافتراضي انرسم جائز  B لحساب الدوران في النهاية الحرة
 افتراضية تدور مع عقارب الساعة )مثلا( شدتها تساوي الواحد في النهاية الحرة
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نكتب معادلات عزم الانعطاف للجائزين الأصلي والافتراضي مع الأخذ بعين 
 من اليسار في هذه المسألة. xالاعتبار اتجاه المحور 

 
 لحساب الدوران في النهاية الحرة (2الافتراضية ) الجملة

𝑀 = −𝑃𝑋          𝑀𝑣 = −1 
1 ∗ (∆) = ∫

𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

=  ∫
(−𝑃𝑋)(−1)𝑑𝑥

𝐸𝐼

𝐿

0

= ∫
(𝑃𝑋)𝑑𝑥

𝐸𝐼
= [

𝑃𝐿2

2𝐸𝐼
]

𝐿

0

 

بما أن الدوران موجب فهذا يعني أن الدوران باتجاه مزدوجة العزم الافتراضية )مع 
نرسم جائز  Cحساب الانتقال الشاقولي في المنتصف ، أما من أجل اعة(عقارب الس

 Cافتراضي تؤثر عليه قوة شاقولية افتراضية شدتها تساوي الواحد في المنتصف 

 
 C( لحساب الانتقال في 3الافتراضية ) الجملة

هنا حالة عدم تطابق قطاعات أو مجالات عزم الانعطاف في كل من  تظهر
الجائز الافتراضي حيث يتألف الجائز الأصلي من مجال واحد أما الجائز الأصلي و 

الجائز  تقسيم علىالجائز الافتراضي فيتألف من مجالين، لذلك سنعتمد في هذه الحالة 
افتراضيين لمطابقته مع مجالات الجائز الافتراضي )يجب أن تكون  مجالينإلى الحقيقي 

 يقي والجائز الافتراضي(.كافة المجالات متطابقة في كل من الجائز الحق
𝐿/2المجال الأول:   ≥ 𝑥1 ≥  من اليمين  0

𝑀1 = −𝑃𝑋         𝑀𝑣1 = 0 
𝐿/2المجال الثاني:  ≥ 𝑥2 ≥  من اليمين   0

𝑀2 = −𝑃 (
𝐿

2
+ 𝑋)              𝑀𝑣2 = −1𝑋 

1 ∗ (∆) = ∫
𝑀𝑣1𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

𝐿/2

0

+ ∫
𝑀𝑣2𝑀2

𝐸𝐼
𝑑𝑥2

𝐿/2

0
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1 ∗ (∆) = 0 + ∫
(−1𝑋)(−𝑃(

𝐿
2

+ 𝑋)

𝐸𝐼
𝑑𝑥2 =

𝑃

𝐸𝐼
∫ (

𝐿

2
𝑥 + 𝑥2)

𝐿/2

0

𝐿/2

0

𝑑𝑥2 

(∆) =
𝑃

𝐸𝐼
[
𝐿

2

𝑥2

2
+

𝑥3

3
]

0

𝐿/2

=
𝑃

𝐸𝐼
[
𝐿

4
 (

𝐿

2
)2 +

1

3
 (

𝐿

2
)3] =

5𝑃𝐿3

48𝐸𝐼
↓ 

تؤثر عليه مزدوجة عزم  اافتراضي انرسم جائز  Cتصف لحساب الدوران في المن
 Cافتراضية شدتها تساوي الواحد في المنتصف 

𝐿/2المجال الأول:  ≥ 𝑥1 ≥  من اليمين  0

𝑀1 = −𝑃𝑋          𝑀𝑣1 = 0 
𝐿/2المجال الثاني:  ≥ 𝑥2 ≥  من اليمين   0

𝑀2 = −𝑃 (
𝐿

2
+ 𝑋)          𝑀𝑣2 = −1 

 
 C( لحساب الدوران في 4فتراضية )الا الجملة

1 ∗ (θ) = ∫
𝑀𝑣1𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

𝐿/2

0

+ ∫
𝑀𝑣2𝑀2

𝐸𝐼
𝑑𝑥2

𝐿/2

0

  

1 ∗ (θ) = 0 + ∫
(−1)(−𝑃(

𝐿
2 + 𝑋)

𝐸𝐼
𝑑𝑥2 =

𝑃

𝐸𝐼
∫ (

𝐿

2
+ 𝑥)

𝐿/2

0

𝐿/2

0

𝑑𝑥2 

(θ) =
𝑃

𝐸𝐼
[
𝐿

2
𝑥 +

𝑥2

2
]

0

𝐿/2

=
𝑃

𝐸𝐼
[
𝐿

2
 
𝐿

2
+

1

2
 (

𝐿

2
)2] =

3𝑃𝐿2

8𝐸𝐼
 مع عقارب الساعة 

ض لتأثير يتعر  2Iعطالته  BCينتهي بظفر  Iعطالته  ABبسيط  جائز (:4مثال)
 ABوحمولة موزعة بانتظام في المجال  t.m 8 شدتها (C)حمولة مركزة في نهايته الحرة 

 والمطلوب: 't/m 4.شدتها 
 .(C)ل والدوران في حساب الانتقا-6
 Aالدوران في  حساب-5

الأفعال ونكتب معادلات عزم الانعطاف للجملة الحقيقية بعد التأكد من  ردودنوجد 
 مطابقة المجالات مع الجمل الافتراضية.
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AB :≥01X≤6      𝑀1المجال  = 10𝑥 − 2𝑥2 

BC :≥02X≤1.5      𝑀2المجال  = −8𝑥 
 :Cاقولي في حساب الانتقال الش :أولا

 
الافتراضية التي تخضع لتأثير القوة الافتراضية الواحدية )وهي نفس  الجملةنرسم 

 الجملة الحقيقية بعد حذف جميع الحمولات الخارجية( 

 
نكتب معادلات عزم الانعطاف لهذه الجملة الافتراضية لجميع المجالات مع 

 ثية أثناء كتابة هذه المعادلاتالمحافظة على تطابق المجالات واتجاه المحاور الاحدا
𝑀𝑣1 = −

𝑥1

4
        𝑀𝑣2 = −1𝑥2 

1 ∗ (∆𝑐) = ∫
𝑀𝑣1𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

+ ∫
𝑀𝑣2𝑀2

2𝐸𝐼
𝑑𝑥2

1.5

0

 

1 ∗ (∆𝑐) = ∫
(−

𝑥1

4 )(10𝑥 − 2𝑥2)

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

+ ∫
(−1𝑥2)(−8𝑥)

2𝐸𝐼
𝑑𝑥2

1.5

0
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1 ∗ (∆𝑐) = ∫
(−10

𝑥1
2

4 ) + (
𝑥1

3

2 )

𝐸𝐼
𝑑𝑥1 +

6

0

∫
4𝑥1

2

𝐸𝐼
𝑑𝑥2

1.5

0

 

(∆𝑐) =
1

𝐸𝐼
⌈
−10𝑥1

3

12
+

𝑥1
4

8
⌉

0

6

+
1

𝐸𝐼
⌈
4𝑥1

3

3
⌉

0

1.5

=
1

𝐸𝐼
⌈
−10

12
63 +

64

8
+

4

3
1.53⌉ 

(∆𝑐) = −
13.5

𝐸𝐼
↑ 

 Cحساب الدوران في النهاية الحرة  ثانيا:
ادلات عزم الانعطاف للجائز الافتراضي حيث نلاحظ تطابق مجالات عنكتب م

 عزم الانعطاف للجائز الافتراضي مع الجائز الحقيقي

 
𝑀𝑣1 = −

𝑥1

6
          𝑀𝑣2 = −1 

1 ∗ (θ𝑐) = ∫
𝑀𝑣1𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

+ ∫
𝑀𝑣2𝑀2

2𝐸𝐼
𝑑𝑥2

1.5

0

 

1 ∗ (θ𝑐) = ∫
(−

𝑥1

6
)(10𝑥 − 2𝑥2)

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

+ ∫
(−1)(−8𝑥)

2𝐸𝐼
𝑑𝑥2

1.5

0

 

1 ∗ (θ𝑐) = ∫
(−10

𝑥1
2

6
) + (

𝑥1
3

3
)

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

+ ∫
4𝑥2

𝐸𝐼
𝑑𝑥2

1.5

0

 

(θ𝑐) =
1

𝐸𝐼
⌈
−10𝑥1

3

18
+

𝑥1
4

12
⌉

0

6

+
1

𝐸𝐼
⌈
4𝑥1

2

2
⌉

0

1.5

=
1

𝐸𝐼
⌈
−10

18
63 +

64

12
+

4

2
1.52⌉ 

(θ𝑐) = −
7.5

𝐸𝐼
 عكس عقارب الساعة

 Aحساب الدوران في المسند  ثالثا:
عزم الانعطاف للجائز الافتراضي حيث نلاحظ تطابق مجالات  معادلاتنكتب 

 ئز الافتراضي مع الجائز الحقيقيعزم الانعطاف للجا
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𝑀𝑣1 = −

𝑥1

6
+ 1          𝑀𝑣2 = 0 

1 ∗ (θ𝐴) = ∫
𝑀𝑣1𝑀1

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

+ ∫
𝑀𝑣2𝑀2

𝐸𝐼
𝑑𝑥2

1.5

0

 

1 ∗ (θ𝐴) = ∫
(−

𝑥1

6 + 1)(10𝑥 − 2𝑥2)

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

+ 0 

1 ∗ (θ𝐴) = ∫

𝑥1
3

3 − 11
𝑥1

2

3 + 10𝑥1

𝐸𝐼
𝑑𝑥1

6

0

= [

𝑥1
4

12 − 11
𝑥1

3

9 + 5𝑥1
2

𝐸𝐼
]

0

6

=
24

𝐸𝐼
 

=∆إيجاد تكامل الجداءات بيانيا  6-6 ∫
𝑴𝒗𝑴

𝑬𝑰
𝒅𝒙

𝑳

𝟎
 

=∆يمكننا إيجاد قيمة التكامل  ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0
بالاعتماد على مخططات عزم  

 لجملة الحقيقية والجملة الافتراضية للحالة المدروسة.الانعطاف ل
بفرض أن مخطط عزم الانعطاف للجملة الحقيقية بشكل منحني وأن مخطط عزم 

(، في هذه 61-1الانعطاف للجملة الافتراضية بشكل مستقيم كما هو مبين بالشكل رقم )
 الحالة يمكننا كتابة الصيغة التالية:

𝑀𝑣 = 𝑥 tan 𝛼 
في العلاقة العامة لنظرية العمل الافتراضي نحصل على  Mvقيمة بتعويض 
 العلاقة التالية:

∆= ∫
𝑥. tan 𝛼 . 𝑀𝑥

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

 
( وبالتالي تصبح 61a-1كما هو مبين في الشكل رقم ) Mx.dx=dAلكن القيمة 

 العلاقة السابقة بالشكل:

  (6 − 16)         ∆= ∫
𝑥. tan 𝛼 . 𝑑𝐴

𝐸𝐼

𝐿

0
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 'OOتعبر عن العزم الستاتيكي للمساحة حول المحور  x.dAلكن القيمة التكامل 
 والتي يمكن كتابتها على الشكل التالي:

∫ 𝑥. 𝑑𝐴 = 𝐴. 𝑋𝑐

𝐿

0

 
 ( نحصل على:16-6)بتعويض هذه القيمة بالعلاقة الأساسية رقم 

 (6 − 17)          ∆=
𝑥𝑐 . tan 𝛼 . 𝐴

𝐸𝐼
 

ونعوضها في العلاقة  Xc.tanα=Yc( نوجد القيمة b 61-1رقم ) الشكلمن 
 السابقة فنحصل على العلاقة النهائية لتكامل الجداء وهي:

(6 − 18)            ∆=
𝑌𝑐. 𝐴

𝐸𝐼
 

6) العلاقةتعبر حدود  −  عن:(18
A وهي مساحة مخطط عزم الانعطاف للجائز الحقيقي 

Yc وقع مركز ثقل الجائز الحقيقيوهو الارتفاع في الجائز الافتراضي المقابل لم 

 
 إيجاد عملية تكامل الجداءات بيانيا (11-6الشكل رقم )

 

 Procedures Analyzingإجراءات التحليل:  6-6-1
ذا كان المخطط ذ .6  انرسم مخطط عزم الانعطاف للجملة الحقيقية وا 

 مساحات غير معروفة نستخدم مبدأ تنضد الآثار

 نرسم مخطط عزم الانعطاف للجملة الافتراضية .5

 نطابق بين مجالات الجملة الحقيقية والجملة الافتراضية .4

، ثم EIقيمة التكامل نضرب إشارات المخططين، ثم نقسم على  لإيجاد .3
نحسب مساحة مخطط عزم الانعطاف للجملة الحقيقية الذي يمثل المساحة 

Aمركز ثقل هذه المساحة، ونقيس الترتيب المقابل لمركز الثقل  ، ونحدد موقع
من مخطط عزم الانعطاف للجملة الافتراضية الواحدية والذي يمثل الترتيب 
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 Examples :عملية أمثلة 6-6-2

 L طوله B الحرة النهاية في مركزة حمولة لتأثير يخضع ظفري جائز :(5)مثال
 :والمطلوب EI الانعطافية وصلابته

 .الافتراضي العمل بطريقة B الحرة النهاية في والدوران الانتقال قيمة حسبا .6
 .الافتراضي العمل بطريقة C المنتصف في والدوران الانتقال قيمة حسبا .5

 

 Important Note ملاحظة هامة:

إذا كان مخطط عزم الانعطاف للجائز الحقيقي بشكل مستقيم خطي 
يمكن مبادلة الجداء أي يمكن حساب مساحة مخطط عزم الانعطاف للجملة 

، ونحدد موقع مركز ثقل هذه Aذي يمثل المساحة الافتراضية الواحدية ال
المساحة، ونقيس الترتيب المقابل لمركز الثقل من مخطط عزم الانعطاف 

 حيث نختار الأسهل. Ycللجملة الحقيقية والذي يمثل الترتيب 
 

 نطابق بين مجالات الجملة الحقيقية والجملة الافتراضية .4

، ثم EIلإيجاد قيمة التكامل نضرب إشارات المخططين، ثم نقسم على  .3
نحسب مساحة مخطط عزم الانعطاف للجملة الحقيقية الذي يمثل المساحة 

Aثقل مركز ثقل هذه المساحة، ونقيس الترتيب المقابل لمركز ال ، ونحدد موقع
من مخطط عزم الانعطاف للجملة الافتراضية الواحدية والذي يمثل الترتيب 

Yc .لكل مجال 
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 قوة عليه تؤثر افتراضي جائز نرسم B الحرة النهاية في الشاقولي الانتقال لحساب
 الحرة النهاية في الواحد تساوي شدتها افتراضية قوليةشا

 والافتراضي. الأصلي للجائزين الانعطاف عزم نرسم مخططات

∆𝐵=
𝑃𝐿2

2𝐸𝐼
∗

2𝐿

3
=

𝑃𝐿3

3𝐸𝐼
 

 

 
 عزم مزدوجة عليه تؤثر اافتراضي اجائز  نرسم B الحرة النهاية في الدوران لحساب

 الحرة النهاية في الواحد تساوي شدتها( مثلا) ساعةال عقارب مع تدور افتراضية

 
θ

𝐵
=

𝑃𝐿2

2𝐸𝐼
∗ 1 =

𝑃𝐿2

2𝐸𝐼
 

نرسم جائز افتراضي تؤثر عليه قوة  Cالانتقال الشاقولي في المنتصف  لحساب
 Cشاقولية افتراضية شدتها تساوي الواحد في المنتصف 

∆𝑐=
𝐿2

8𝐸𝐼
∗

5𝑝𝐿

6
=

5𝑃𝐿3

48𝐸𝐼
 

 عزم مزدوجة عليه تؤثر افتراضيا جائزا نرسم C المنتصف في الدوران لحساب
 C المنتصف في الواحد تساوي شدتها افتراضية

θ
𝐶

=
𝐿

2𝐸𝐼

3𝑃𝐿

4
=

3𝑃𝐿2

8𝐸𝐼
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 لتأثير يتعرض 2I عطالته BC بظفر ينتهي I عطالته AB بسيط جائز :(6)مثال

 AB المجال في بانتظام موزعة وحمولة '8t/mشدتها  (C) حرةال نهايته في مركزة حمولة
 :والمطلوب '4t/m شدتها

 (.C) في والدوران الانتقال حساب-6
 A في الدوران حساب-5
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 من التأكد بعد الحقيقية للجملة الانعطاف عزم معادلات ونكتب الأفعال ردود نوجد
الانعطاف بالاعتماد على  ونرسم مخطط عزمالافتراضية  الجمل مع المجالات مطابقة

 مبدأ تنضد الآثار.
 ABالتحميل الأولى: الجائز يخضع لتأثير حمولة موزعة بانتظام في الفتحة  حالة

  
 حالة التحميل الثانية: الجائز يخضع لتأثير حمولة مركزة التي تؤثر في     

 .Cالنهاية الحرة  

 

 
 Cحساب الانتقال في النهاية الحرة  أولا:

∆𝑐= −
72 ∗ 0.75

𝐸𝐼
+

36

𝐸𝐼
+

9

2𝐸𝐼
=

−13.5

𝐸𝐼
↑ 

 Cحساب الدوران في النهاية الحرة  ثانيا:
مخططات عزم الانعطاف، نطابق مجالات عزم الانعطاف للجائز  نرسم

 الافتراضي مع الجائز الحقيقي
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θ
𝑐

= −
72 ∗ 0.5

𝐸𝐼
+

36

𝐸𝐼
∗

2

3
+

9

2𝐸𝐼
=

−7.5

𝐸𝐼
 

 
 Aان في المسند حساب الدور  ثالثا:

نرسم مخططات عزم الانعطاف للجائز الافتراضي حيث نلاحظ تطابق مجالات 
 عزم الانعطاف للجائز الافتراضي مع الجائز الحقيقي

 
θ

𝐴
= −

72 ∗ 0.5

𝐸𝐼
+

36

𝐸𝐼
∗

1

3
+ 0 =

−24

𝐸𝐼
 مع عقارب الساعة 

 ي:حساب التشوهات في الطارات باستخدام نظرية العمل الافتراض 6-7
يعتبر استخدام نظرية العمل الافتراضي في حساب الانتقالات والدورانات في 

 الإطارات مشابهة تماما لاستخدامها في الجوائز.
طار، نطبق قوة في أي نقطة من نقاط الإ  θوالدوران  ∆من أجل تحديد الانتقال 

 افتراضية واحدية أو مزدوجة عزم افتراضية واحدية في النقطة المدروسة.
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ندما تتعرض الجملة الافتراضية للتشوهات الناتجة عن الحمولات الحقيقية يكون ع
 العمل الخارجي المنجز من الحمولة الواحدية أو مزدوجة العزم الواحدية تساوي

 =1* ∆veW  أوθ=1* veW  ويمكن أن تتعرض بعض أجزاء الإطار لتشوهات محورية
كون العمل الافتراضي الداخلي الكلي إضافة للتشوهات الناتجة عن الانعطاف، وبذلك ي

طار مساويا لمجموع العمل الافتراضي الداخلي الناتج عن الانعطاف المؤثر على الإ
عندما تكون الحمولات الحقيقية والافتراضية والصلابة الانعطافية و والتشوهات المحورية، 

EI لافتراضي طار عندها يمكن التعبير عن العمل امستمرة على كامل المجال في الإ
𝑀𝑣𝑀الداخلي الناتج عن الانعطاف لهذا المجال بإجراء التكامل للعلاقة 

𝐸𝐼
على كامل طول  

طار المجال ويتم الحصول على العمل الافتراضي الداخلي الناتج عن الانعطاف لكامل الإ
 :بجمع الأعمال الافتراضية للمجالات وبذلك يمكننا كتابة العلاقة على النحو التالي

W𝑣𝑖𝑏 = ∑ ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 

والقوة المحورية الواحدية  Fمشابه إذا كانت القوة المحورية الحقيقية  وبشكل
يكون  Lثابتة على كامل طول العنصر  EAوكانت الصلابة المحورية  vFالافتراضية 

ذلك يمكننا وب EAv F/(FL)العمل الافتراضي الداخلي الناتج عن القوة المحورية مساويا 
 كتابة العمل الافتراضي الناتج عن التشوهات المحورية لكامل الإطار على النحو التالي:

W𝑣𝑖𝑏 = ∑ 𝐹𝑣(
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) 

الناتج عن  الحدإلى الحد الخاص بالتشوهات الناتجة عن الانعطاف  بإضافة
اتج عن مجموع التشوهات المحورية نحصل على العمل الافتراضي الداخلي للإطار الن

 هذين التشوهين:
W𝑣𝑖𝑏 = ∑ 𝐹𝑣 (

𝐹𝐿

𝐸𝐴
) + ∑ ∫

𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 

العمل الخارجي مع العمل الافتراضي الداخلي نحصل على عبارة العمل  وبمساواة
 الافتراضي للانتقالات والدورانات الخاصة بالإطارات

 (6 − 19)             (∆) = ∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) + ∑ ∫

𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 

(6 − 20)            (𝜃) = ∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) + ∑ ∫

𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 
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تكون التشوهات المحورية في عناصر الإطارات المصنعة من المواد الهندسية 
همال هذه إالشائعة أصغر بكثير من التشوهات الناتجة عن الانعطاف لذلك يتم عادة 

ثناء تحليل الإطارات لذلك سوف نقوم بإهمال التشوهات المحورية " ألتشوهات المحورية ا
مالم يرد نص صريح بإدخالها" وبذلك يتم حذف الحد الأول من الطرف الأيمن للعلاقتين 

 السابقتين لكي تصبحا على النحو التالي:
(6 − 21)               (∆) = ∑ ∫

𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 

(6 − 22)              (𝜃) = ∑ ∫
𝑀𝑣𝑀

𝐸𝐼
𝑑𝑥 

 

 Procedures Analyzing :إجراءات التحليل 6-7-1
للإطارات لدوران سوف نقوم بإجراء عملية التحليل لحساب الانتقال وا

 .في حال إهمال تأثير القوى المحورية بطريقة العمل الافتراضي خطوة بخطوة
 الأصلي مبينا عليه جميع الحمولات الخارجية المؤثرة عليه الإطاررسم ن .6

 .واحسب ردود الأفعال في المساند الخارجية

الافتراضي بعد حذف جمع الحمولات الخارجية وتطبيق قوة  الإطاررسم ن .5
حدية باتجاه الانتقال المطلوب في النقطة المطلوب حساب الانتقال فيها، أو وا

تطبيق مزدوجة عزم واحدية باتجاه الدوران في النقطة المطلوب حساب الدوران 
 فيها.

نقوم بتفحص الجملة الأصلية والجملة الافتراضية وملاحظة تغيرات  .4
، وبعد ذلك نقوم ارالإطعلى كامل وتغير المجالات  EIالصلابة الانعطافية 

بحيث تكون الصلابة الانعطافية متساوية )مستمرة(  مجالاتلى إ الإطاربتقسيم 
 .الحقيقي والافتراضي طارينالإ مجالات من مجالفي كل 

 الإطار مجالاتمن مجال لكل  Mنقوم بكتابة معادلة عزم الانعطاف  .3
مبدأ  قل عدد ممكن من الحدود، بحيث يكونأوالتي تحتوي على  الحقيقي

مع والإطار الافتراضي الحقيقي  الإطارمتناسبا في كل من  Xواتجاه المحور 
 الأخذ بعين الاعتبار الاتجاهات الموجبة لعزم الانعطاف.

 الإطارلكل مقطع من مقاطع  Mنقوم بكتابة معادلة عزم الانعطاف  .2
ي الذي يخضع لتأثير قوة واحدية أو مزدوجة عزم واحدية والتي تحتو  الافتراضي

متناسبا  Xقل عدد ممكن من الحدود، بحيث يكون مبدأ واتجاه المحور أعلى 
الحقيقي مع الأخذ بعين الاعتبار الاتجاهات  الإطارمع اتجاهه ومبدئه في 
 الموجبة لعزم الانعطاف.
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 Examples أمثلة عملية: 6-7-2

 (5164)امتحان عملي  :(7)مثال 
لتأثير مزدوجة عزم  يتعرض Bو Aيستند على مسندين بسيطين في  ABCإطار 

ن مقطع الجائز ثابت ومتجانس في كافة المجالات بفرض أ Bفي المسند  6t.mشدتها 
 بطريقة العمل الافتراضي. Bالمطلوب حساب الدوران في المسند 

الذي يخضع لتأثير قوة واحدية أو مزدوجة عزم واحدية والتي تحتوي  الافتراضي
متناسبا  Xقل عدد ممكن من الحدود، بحيث يكون مبدأ واتجاه المحور أعلى 

بار الاتجاهات الحقيقي مع الأخذ بعين الاعت الإطارمع اتجاهه ومبدئه في 
 الموجبة لعزم الانعطاف.

 ( 21-6حدى العلاقتين )إنقوم بتحديد الانتقال أو الدوران بالاعتماد على  .1
( اللتين تم استنتاجهما في الفقرة السابقة وذلك بإجراء التكامل على 22-6)و

 الإطاركامل مقاطع 

المفروضة، إذا كانت النتيجة موجبة يكون الانتقال باتجاه القوة الافتراضية  .7
 وكذلك الحال بالنسبة للدوران.

 أما في حال عدم إهمال القوى المحورية

 ( 19-6حدى العلاقتين )إبتحديد الانتقال أو الدوران بالاعتماد على  نقوم
بإجراء التكامل على  ( اللتين تم استنتاجهما في الفقرة السابقة وذلك20-6)و

 الإطاركامل مقاطع 
 Notice ملاحظة:

a. نقطة من نقاط الإطار على ثلاثة مركبات للحركة، انتقال أفقي تحتوي كل 
H∆ ،شاقولي  وانتقالV∆ ودوران ،𝜃 

b.  يتم تحديد الألياف السفلية في الإطارات بوضع خطوط متقطعة باتجاه هذه
 الألياف.
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نرسم جملة افتراضية تخضع لتأثير مزدوجة واحدية  Bلحساب الدوران في 
 .(66-1رقم ) كما هو مبين في الشكل Bافتراضية في 

ات عزم الانعطاف لكل من نوجد ردود الأفعال ونكتب معادلات أو نرسم مخطط
 الجملة الحقيقية والافتراضية

𝑀1 = 1.5 𝑋1         𝑀2 = 0 

𝑀𝑣1 = 0.25 𝑋1      𝑀𝑣2 = 0 
𝜃𝐵 = ∫ (

3

2
 𝑋1)(

4

0

1

4
 𝑋1)

𝑑𝑥1

𝐸𝐼
+ 0 =

3

8𝐸𝐼
∫ 𝑋1

2 𝑑𝑥1

4

0

=
3

8𝐸𝐼
[
𝑋1

3

3
]

0

4

=
8

𝐸𝐼
 

 طيطيا )بالاعتماد على مخططات عزم الانعطاف(إجراء التكامل تخ
𝜃𝐵 =

12

𝐸𝐼
  

2

3
=

8

𝐸𝐼
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 (11-6الشكل رقم )

 
 (5119)امتحان عملي  :(8)مثال 

يتعرض  CDبظفر  وينتهي Bو Aيستند على مسندين بسيطين في  ABCإطار 
النهاية الحرة في  8tوحمولة مركزة شدتها  Bفي المسند  6t.mلتأثير مزدوجة عزم شدتها 

D  المجالاتبفرض أن مقطع الجائز ثابت ومتجانس في كافة . 
 بطريقة العمل الافتراضي. Dحساب الانتقال والدوران في النهاية الحرة  المطلوب:
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 الحالات المطلوبة عددإلى : نرسم عددا من الجمل الافتراضية يساوي أولا

ن قيمة الانتقال إف Bحدة مع المسند الثابت تقع على استقامة أفقية وا Dبما النهاية الحرة 
 جملتين افتراضيتين فقط. نرسمالأفقي فيها تساوي الصفر، لذلك 

 
 : نوجد ردود أفعال الجملة الحقيقية والجمل الافتراضيةثانيا
: نكتب معادلات أو نرسم مخططات عزم الانعطاف لكل من الجملة الحقيقية ثالثا

 والجمل الافتراضية.
𝑀1 = −8𝑋1  ,   𝑀2 = 0 , 𝑀3 = −4𝑋3 + 6 

𝑀𝑣11 = −𝑋1  ,   𝑀𝑣12 = 0 , 𝑀𝑣13 = −
5

16
𝑋3 
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𝑀𝑣21 = −1  ,   𝑀𝑣22 = 0 , 𝑀𝑣23 =
−𝑋3

4
 

∆𝐷= ∫ (−8 𝑋1)(
1.25

0

− 𝑋1)
𝑑𝑥1

𝐸𝐼
+ 0 + ∫

(−4𝑋3 + 6) (−
5

16
𝑋3)

𝐸𝐼
 𝑑𝑥3

4

0

 

∆𝐷= ∫ (8 𝑋1
2)

1.25

0

𝑑𝑥1

𝐸𝐼
+ 0 + ∫

(20𝑋3
2 − 30𝑋3)

16𝐸𝐼
 𝑑𝑥3

4

0

 

∆𝐷=
8

𝐸𝐼
[
𝑋1

3

3
]

0

1.25

+
10

16𝐸𝐼
[
2𝑋3

3

3
−

3𝑋3
2

2
]

0

4

=
5.2 + 11.67

𝐸𝐼
=

16.87

𝐸𝐼
 

𝜃𝐷 = ∫ (−8 𝑋1)(
1.25

0

− 1)
𝑑𝑥1

𝐸𝐼
+ 0 + ∫

(−4𝑋3 + 6)(−
𝑋3

4
)

𝐸𝐼
 𝑑𝑥3

4

0

 

𝜃𝐷 = ∫ (8 𝑋1)
1.25

0

𝑑𝑥1

𝐸𝐼
+ 0 + ∫

(4𝑋3
2 − 6𝑋3)

4𝐸𝐼
 𝑑𝑥3

4

0

 

𝜃𝐷 = [
4𝑋1

2

𝐸𝐼
]

0

1.25

+
1

4𝐸𝐼
[
4𝑋3

3

3
− 3𝑋3

2]
0

4

=
6.25 + 9.33

𝐸𝐼
=

15.583

𝐸𝐼
 

 لإجراء التكامل تخطيطيا نرسم مخطط عزم الانعطاف للجملة الحقيقية وأ
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بما أن مخططات عزم الانعطاف : نرسم مخطط عزم الانعطاف للجمل الافتراضية

جراء عملية جداء المخططات إللجمل الحقيقية والافتراضية هي خطوط مستقيمة فيمكن 
 بالطريقة التي نراها مناسبة.

نحسب مساحة المخططات من  Dشاقولي في النهاية الحرة الانتقال ال لحساب
 الجملة الافتراضية على النحو التالي:

𝐴1 =
1.252

2
=

25

32
       𝐴2 =

1.25 ∗ 4

2
= 2.5 

 نوجد الترتيب من الجملة الحقيقية المقابل لمركز ثقل الجملة الافتراضية
 B د( من المسن8/3د )نحسب قيمة عزم الانعطاف في الجائز الحقيقي على بع

 𝑌𝑐2والتي تعبر عن قيمة 
𝑀3 = −4𝑋3 + 6 = −4 ∗

8

3
+ 6 = −

14

3
 

𝑌𝑐1 =
2

3
10 =

20

3
       𝑌𝑐2 = −

14

3
 

∆=
1

𝐸𝐼
[(

25

32
∗

20

3
) + 2.5 ∗

14

3
] =

16.87

𝐸𝐼
 

بحساب مساحة مخطط عزم  Dمقدار الدوران في النهاية الحرة  نحسبثم 
 للجملة الافتراضية الثانيةالانعطاف 

𝐴1 = 1.25 ∗ 1 = 1.25       𝐴2 =
1 ∗ 4

2
= 2 

𝑌𝑐1 = 5       𝑌𝑐2 = −
14

3
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θ =
1

𝐸𝐼
[(1.25 ∗ 5) + 2 ∗

14

3
] =

15.583

𝐸𝐼
 

يتعرض لتأثير الحمولات  Bوحر في  Aموثوق في  ABCإطار  (:9مثال)
ة موضحة في الشكل وأن ذا كانت عزوم العطالإ(، ف65-1الموضحة في الشكل رقم )

الإطار مصنوع من مادة متجانسة لكافة المجالات. فالمطلوب حساب الانتقال والدوران 
 بطريقة العمل الافتراضي. Bفي النهاية الحرة 

 ثلاثة مجالاتإلى من أجل حساب التشوهات في هذا الإطار، نقسم هذا الإطار 
لجداء لكل مجال من الجملة (، ونجري عملية ا64-1كما هو موضح في الشكل رقم )

  .الحقيقية بما يقابلها من الجملة الافتراضية
 كما هو موضح بالشكل Bالانتقال الأفقي في النهاية الحرة  حساب :أولا

 :(63-1رقم ) 

∆𝐻𝐵= −
96 ∗ 1.5

2𝐸𝐼
−

1

2𝐸𝐼
(96 ∗ 4.5 + 45 ∗ 5) = −

400.5

𝐸𝐼
 

 كما هو موضح بالشكل B ثانيا: حساب الانتقال االشاقولي في النهاية الحرة
 :(62-1رقم ) 

∆𝑉𝐵=
96 ∗ 4

2𝐸𝐼
+

1

2𝐸𝐼
(96 ∗ 4 + 45 ∗ 4) +

42.67 ∗ 3

𝐸𝐼
=

602

𝐸𝐼
 

 
 (12-6الشكل رقم )
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 (13-6الشكل رقم )

 :(61-1كما هو موضح بالشكل رقم ) Bالدوران في النهاية الحرة  حسابثالثا: 

θ
𝐵

= −
96 ∗ 1

2𝐸𝐼
−

1

2𝐸𝐼
(96 ∗ 1 + 45 ∗ 1) −

42.67 ∗ 1

𝐸𝐼
= −

161.17

𝐸𝐼
 

 
 (14-6الشكل رقم )

 :يإذا أردنا حساب التشوهات بإجراء عملية التكامل نتبع ما يل
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ل الوهمية )إذا لزم الأمر( منوجد ردود الأفعال لكل من الجملة الحقيقية والج أولا:
 (61-1( و )62-1( و )63-1و) (64-1رقم ) الأشكالوالمبينة في 
الأخذ بعين الاعتبار  معلات عزم الانعطاف لجميع المجالات " معاد نكتب ثانيا:

 تطابق المجالات"شرط 
 معادلات عزم الانعطاف للجملة الحقيقية-6

3: (AD) الأول المجال ≥ 𝑋1 ≥ 0 
𝑀1 = −62 + 10𝑋1 

3: (CD) الثاني المجال ≥ 𝑋2 ≥ 0 
𝑀2 = −32 

4: (BC)الثالث المجال ≥ 𝑋3 ≥ 0 
𝑀3 = −2𝑋3

2 
 معادلات عزم الانعطاف للجملة الافتراضية الأولى-5

3: (AD) الأول المجال ≥ 𝑋1 ≥ 0 
𝑀𝑣1 = 6 − 𝑋1 

3: (CD) المجال الثاني ≥ 𝑋2 ≥ 0 

 
 (15-6الشكل رقم )
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 (16-6الشكل رقم )

𝑀𝑣2 = 𝑋2 
4: (BC)الثالث المجال ≥ 𝑋3 ≥ 0 

𝑀𝑣3 = 0 
 تراضية الثانيةعزم الانعطاف للجملة الاف معادلات-4

3: (AD) الأولالمجال  ≥ 𝑋1 ≥ 0 
𝑀𝑣1 = −4 

3: (CD) المجال الثاني ≥ 𝑋2 ≥ 0 
𝑀𝑣2 = −4 

4: (BC)الثالث المجال ≥ 𝑋3 ≥ 0 
𝑀𝑣3 = −𝑋3 

 معادلات عزم الانعطاف للجملة الافتراضية الثالثة-3
3: (AD) المجال الأول ≥ 𝑋1 ≥ 0   

𝑀𝑣1 = 1 
3: (CD) الثاني المجال ≥ 𝑋2 ≥ 0     

𝑀𝑣2 = 1 
4: (BC)الثالث المجال ≥ 𝑋3 ≥ 0      

𝑀𝑣3 = 1 
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 حساب التشوهات في الجملة الحقيقية
 Bالانتقال الأفقي في النهاية الحرة  حسابأولا: 

∆𝐻𝐵= ∫
(−62 + 10𝑋1)(6 − 𝑋1)

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥1 + ∫
−32𝑋2

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥2 + 0 = −
400.5

𝐸𝐼
 

∆𝐻𝐵= ∫
(−372 + 122𝑋1 − 10𝑋1

2)

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥1 + ∫
−32𝑋2

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥2 + 0 

∆𝐻𝐵=
1

2𝐸𝐼
[−372𝑋 + 61𝑋1

2 −
10𝑋1

3

3
− 16𝑋2

2]
0

3

= −
400.5

𝐸𝐼
 

 Bحساب الانتقال الشاقولي في النهاية الحرة ثانيا: 

∆𝑉𝐵= ∫
(−62 + 10𝑋1)(−4)

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥1 + ∫
−32 ∗ (−4)

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥2

+ ∫
(−2𝑋3

2)(−𝑋3)

𝐸𝐼
𝑑𝑥3

4

0

 

∆𝑉𝐵= ∫
248 − 40𝑋1

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥1 + ∫
128

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥2 + ∫
2𝑋3

3

𝐸𝐼
𝑑𝑥3

4

0

 

∆𝑉𝐵= [
248𝑋1 − 20𝑋1

2 + 128𝑋1

2𝐸𝐼
]

0

3

+ [
𝑋3

4

2𝐸𝐼
]

0

4

=
474 + 128

𝐸𝐼
=

602

𝐸𝐼
 

 Bحساب الدوران في النهاية الحرة ثالثا: 

θ
𝐵

= ∫
(−62 + 10𝑋1)(1)

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥1 + ∫
−32 ∗ 1

2𝐸𝐼

3

0

𝑑𝑥2 + ∫
(−2𝑋3

2) ∗ 1

𝐸𝐼
𝑑𝑥3

4

0

 

θ
𝐵

= [
5𝑋1

2 − 62𝑋1 − 32𝑋1

2𝐸𝐼
]

0

3

− [
2𝑋3

3

3𝐸𝐼
]

0

4

= −
118.5 + 42.67

𝐸𝐼
 

θ
𝐵

= −
161.17

𝐸𝐼
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 الفصل السابع

 تحليل الجمل غير المقررة مبادئ الطاقة في 
 نظرية العمل الافتراضي

Virtual Work Principle for Indeterminate Structures   
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 preface مقدمة 7-1
لكل من ي تحليل الجمل غير المقررة يمكن استخدام نظرية العمل الافتراضي ف

 طارات.والإلجمل الشبكية والجوائز ا
ميزات الجمل غير المقررة ونناقش نظرية العمل  في هذا الفصل نناقش سوف

الافتراضي في تحليل هذه الجمل. ولندرك تماما أن معظم المنشآت الهندسية التي يتم 
لتقرير نتيجة إضافة مساند أو ثا هي منشآت غير مقررة، ويتشكل عدم ايتصميمها حد

 عناصر إضافية في المنشأة.
سبيل المثال تكون المنشآت البيتونية المسلحة هي منشآت غير مقررة لأنه  وعلى

يتم صب الجوائز والأعمدة كعناصر مستمرة مرورا بالعقد الداخلية والعقد الواقعة فوق 
  .المساند

 Method Analyzing طريقة التحليل 7-2
نه من الضروري جدا أن نحقق شروط التوافق إيل المنشآت غير المقررة فعند تحل
الانتقال للمنشأة الهندسية، ويتحقق التوازن عندما تمنع –القوة  علاقةإلى والتوازن إضافة 

قوى ردود الأفعال المنشأة من الانهيار وتجبرها على حالة الاستقرار أما التوافق فيتحقق 
-القوة  تجبارها على ذلك، أما متطلباإالانتقال معا دون عندما تتوافق المقاطع في 

الانتقال تعتمد على طريقة استجابة المواد المشكلة للمنشأة. سوف نفرض أن المواد مرنة 
وخطية وتتبع قانون هوك حيث يوجد وسيلتين لتحليل الجمل غير المقررة هما: طريقة 

والطريقة الثانية هي طريقة  force or flexibility methodالقوة أو طريقة المرونة 
 .displacement or stiffness methodالانتقالات أو طريقة الصلابة 

 Force or Flexibility Methodطريقة القوة أو طريقة المرونة   7-2-1
وتم  1864عام  Clerk Maxwell Jamesالعالم قبل تم تطوير هذه الطريقة من 

وكانت  Müller-Breslau. Otto Mohr and Heinrichتنقيحها وصقلها من الباحثين 
معتمدة على مبدأ  ،هذه هي الطريقة الأولى المستخدمة في تحليل الجمل غير المقررة

التي تشكل المبدأ الأساسي لهذه الطريقة والتي يطلق  compatibility methodالتوافق 
  method of consistent displacementsطريقة التشوهات المتوافقة عليها أحيانا 



233 

التوافق متطلبات هذه الطريقة على كتابة المعادلات التي تلبي  وتعتمد   
وبعد تحديد هذه القوى يتم  ،الانتقال للجملة لكي يتم تحديد القوى الفائضة-ومتطلبات القوة

 .تحديد باقي القوى وردود الأفعال باستخدام معادلات التوازن
ضيح هذه الطريقة بشكل بسيط يمكن الأساسية في كيفية تو  المبادئوتشمل 

 استيعابه وتطويره والذي سوف يتم مناقشته في هذا الفصل.
 Displacement Methodطريقة الانتقال  7-2-2

تعتمد طريقة التحليل هذه على كتابة العلاقات بين القوى والانتقالات للعناصر أولا، 
لجملة، وتكون الانتقالات ل equilibrium requirementsمتطلبات التوافق  لثم نستكم

ذا تم الحصول على الانتقالات يمكننا الحصول على إهي المجاهيل في هذه الطريقة، ف
القوى باستخدام التوافق ومن علاقات القوة والانتقال. وقد تمت مناقشة هذه الطريقة في 

ت، بمعادلة الدورانا ىأو ما يسم Slope Deflection Methodفصل معادلة الميل والسهم 
وقد تم تطوير هذه الطريقة بعد استخدام الحاسبات الالكترونية بشكل واسع حيث تم 

 Stiffnessتشكيل هذه العلاقات بشكل مصفوفات وتم الاعتماد على مصفوفة الصلابة 

Matrix ويمكن تلخيص ميزات طريقة القوة وطريقة  ،في تحليل الجمل غير المقررة
 :(6-7رقم )الانتقال بالجدول 

 (1-7ول رقم )الجد
 الطريقة

Method 

 المجاهيل
Unknowns 

المعادلات المستخدمة 
 في الحل

العوامل 
في  ةالمستخدم

 إيجاد المجاهيل
 طريقة القوة

Force Method 

 القوى
Forces 

 القوة زاحاتاو التوافق 
Compatibility 

and Force 

Displacement 

 عوامل المرونة
Flexibility 

Coefficients 

 نتقالطريقة الا
Displacement 

Method 

 الانتقالات
Displacements 

 القوة زاحاتاو التوازن 
Equilibrium and 

Force 

Displacement 

 عوامل الصلابة
Stiffness 

Coefficients 
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ها وسلبياتها التي تعتمد أساسا على تايمن هاتين الطريقتين إيجاب طريقةولكل 
لى درجة عدم التقرير التي يمكن توضيحها بعد المستخدمة، وع الهندسيةالجملة مواصفات 

 دراسة كل طريقة بشكل موسع.
 التحليل باستخدام نظرية العمل الافتراضي 7-3
  Procedures  General إجراءات عامة 7-3-1

ن أفضل وسيلة لتوضيح فكرة التحليل باستخدام نظرية العمل الافتراضي مبينة في إ
تم  .اومسنود اموثوق ابسيط ا( التي تتضمن جائز 6a-7المثال الموضح في الشكل رقم )

الجسم الحر لهذا الجائز الذي يحتوي على أربعة ردود أفعال مجهولة، يمكن مخطط رسم 
الحصول على ثلاثة ردود أفعال باستخدام معادلات التوازن ويبقى رد فعل واحد فائض. 

جل أمن معادلة إضافية وتكون هذه الجملة غير مقررة من الدرجة الأولى، لذلك يلزمنا 
جل الحصول على هذه المعادلة سوف نستخدم مبدأ تنضد أإيجاد رد الفعل الفائض، ومن 

الآثار لتعيين الانتقالات المتوافقة في أحد المساند، وتتم هذه العملية باختيار أحد ردود 
صبح ويتم بصورة مؤقتة إزالة تأثيره عن الجائز بحيث ي أفعال المساند كرد فعل فائض،

. Bزالة المسند إسكونيا، ونطلق على هذا الجائز بالجملة الأولية بعد  اومستقر  االجائز مقرر 
كما  𝐵∆تنقل الجائز  نحو الأسفل بمقدار  P وبالاعتماد على مبدأ تنضد الآثار فإن القوة 

الذي ينقل الجائز نحو الأعلى  B(، أما رد الفعل في 6b-7هو موضح بالشكل رقم )
𝐵𝐵∆  بمقدار

الانتقال في إلى حيث يشير الدليل الأول  (،6c-7موضح بالشكل رقم ) ′
نقطة تطبيق القوة، وبفرض أن الانتقال الموجب  إلى أما الدليل الثاني فيشير  Bالنقطة 

( نستطيع كتابة  شرط التوافق 6-7كامل الشكل رقم ) إلى وبالعودة ،يكون باتجاه الأسفل
 التالي: لعلى الشك Bفي المسند 

(7 − 1)         0 = ∆𝐵 − ∆𝐵𝐵
′  

الأساسية في هذه الحالة هي حساب الانتقالات الناتجة عن رد الفعل  مهمتناوتكون 
 الخارجية، تالحمولاعن الانتقالات الناتجة حساب الفائض و 
نقوم بحساب تلك الانتقالات باستخدام نظرية العمل الافتراضي الذي  سوفلذلك  
 .لفصل السادسفي ادرسناه 
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 توضيح فكرة تحليل الجوائز باستخدام نظرية العمل الافتراضي( 1-7الشكل رقم )

 طريقة ثانية لتقرير هذا الجائز: 7-3-2
الجملة غير مقررة من الدرجة الأولى، لذلك يلزمنا معادلة إضافية لإيجاد رد الفعل 

تنضد الآثار لتعيين  جل الحصول على هذه المعادلة سوف نستخدم مبدأأالفائض، ومن 
الانتقالات المتوافقة في أحد المساند، وتتم هذه العملية باختيار أحد ردود أفعال المساند 

 اويتم بصورة مؤقتة إزالة تأثيره عن الجائز بحيث يصبح الجائز مقرر  كرد فعل فائض،
دورانية من زالة الممانعة الإسكونيا، ونطلق على هذا الجائز بالجملة الأولية بعد  اومستقر 
وبالاعتماد على مبدأ تنضد  MA، بحيث يصبح مسندا ثابتا مع مزدوجة عزم Aالمسند 

𝜃بعكس عقارب الساعة  بمقدار  Aتعطي دورانا للمسند  P الآثار فإن القوة 
𝐴

كما هو  
الذي يولد دورانا بعكس عقارب  A(، أما عزم الوثاقة في 5b-7موضح بالشكل رقم )

𝜃𝐴𝐴د  بمقدار  الساعة عند المسن
(، حيث يشير الدليل 5c-7هو موضح بالشكل رقم ) ′
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نقطة تطبيق المزدوجة،  إلى أما الدليل الثاني فيشير  Aفي النقطة  الدوران إلى الأول 
كامل الشكل رقم  إلى وبفرض أن الدوران الموجب يكون بعكس عقارب الساعة، وبالعودة 

 على الشكل التالي: Aفي المسند ( نستطيع كتابة  شرط التوافق 7-5)
   (7 − 2)         0 = 𝜃

𝐴
 + 𝜃𝐴𝐴

′  
في هذه الحالة هي حساب الدورانات الناتجة عن رد الفعل  الأساسيةمهمتنا 
الخارجية، لذلك سوف نقوم بحساب تلك الدورانات باستخدام نظرية  تالفائض والحمولا

 العمل الافتراضي الذي درسناه سابقا.

 
 توضيح فكرة تحليل الجوائز باستخدام نظرية العمل الافتراضي( 2-7رقم ) الشكل

كما هو مبين في الشكل  Aالفائض هو مزدوجة العزم في  أن المجهول فرضنالو 
حيث نستعيض عن الوثاقة  A( لذلك نقوم بإزالة الممانعة الدورانية في المسند 5-7رقم )

اسي، ثم نرسم الجائز الأساسي ونزيل بمسند ثابت ونسمي هذا الجائز بالجائز الأس
  Aالحمولات الخارجية ونطبق مزدوجة العزم الفائضة على المسند 
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 الجوائز المستمرة: 7-4

 
 توضيح فكرة تحليل الجوائز المستمرة باستخدام نظرية العمل الافتراضي (3-7الشكل )

ضي مبينة في وسيلة لتوضيح فكرة التحليل باستخدام نظرية العمل الافترا أفضلن إ
 على أربعة مساند. امستمر  ا( والتي تتضمن جائز 4a-7المثال الموضح في الشكل رقم )

هذا الجائز غير مقرر من الدرجة الثانية لذلك نقوم بحذف ممانعتين وهما المسندين 
 فنحصل على الجائز الأساسي الموضح في الشكل رقم Cو Bالداخليين 

(7-4b) ،إيجاد ردود الأفعال الفائضة من أجل حيث نحتاج لمعادلتي توافق. 
تساوي درجة عدم التقرير ونحذف الحمولات  ةنرسم عددا من الجمل الأساسي

نحسب الانتقال الشاقولي  ثم الخارجية ونطبق على كل جملة أحد ردود الأفعال الفائضة
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 الافتراضي في الجملة الأساسية والناتج عن الحمولات الخارجية وردود العملبطريقة 
بفرض أن الانتقال الموجب  Cو Bالأفعال الفائضة في النقاط التي حذفت ممانعتها 

 باتجاه الأسفل باستخدام العلاقتين التاليتين:
0 = ∆𝐵 + ∆𝐵𝐵

′ + ∆𝐵𝐶
′  

0 = ∆𝐶 + ∆𝐶𝐵
′ + ∆𝐶𝐶

′  (7-3) 
ل لقد تم إيضاح فكرة تطبيق طريقة القوى في تحليل الجمل غير المقررة من خلا

الأمثلة السابقة، وسوف نقوم باستخدامها في تقرير الجوائز والإطارات والجمل الشبكية، 
نه من الضروري أن تكون إوبما أننا نعتمد على مبدأ تنضد الآثار في حساب الانتقالات ف

 المادة مرنة وخطية عند التحميل.

 

 Procedures Analyzing إجراءات التحليل: 7-4-1
المستخدمة في تحديد سوف نعطي فيما يلي ملخصا موجزا عن الإجراءات 

ردود الأفعال الخارجية أو القوى الداخلية للجمل غير المقررة سكونيا باستخدام 
 نظرية القوة أو الطريقة المرنة في التحليل.

 Principle of Superposition الآثارمبدأ تنضد -1

 تحديد درجة عدم تقرير الجملة .6

لى درجة عدم التقرير إ نقرر الجملة بحذف عدد من الممانعات الفائضة يساوي .5
 سواء كانت هذه الممانعة انتقالية أو دورانية بحيث تبقى الجملة مستقرة.

باستخدام مبدأ تنضد الآثار نرسم الجملة غير المقررة ونقارنها مع مجموعة  .4
 الجمل المقررة الناتجة عنها.

تحتوي الجملة الأساسية المقررة على جميع الحمولات الخارجية المؤثرة على  .3
 الجملة غير المقررة

نرسم عددا من الجمل الأساسية المقررة بعد حذف جميع الحمولات الخارجية  .2
خضاع كل جملة لأحد ردود الأفعال الفائضة من قوة أو مزدوجة عزم، وبذلك  وا 
نحصل على عدد من الجمل الأساسية تساوي إلى درجة عدم التقرير إضافة 

 ية.للجملة التي تحتوي على الحمولات الخارج
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 Examples أمثلة عملية: 7-4-2

أثير حمولة مركزة في يتعرض لتموثوق ومسنود ينتهي بظفر  جائز (:1مثال )
 (،6tm) شدتها   Cالمقطع  جة عزم تؤثر فيو دز ( وم8Tonشدتها ) Aالحرة النهاية 

 والمطلوب:

 
 نظرية العمل الافتراضي.قرر هذا الجائز بالاعتماد على  .6

 الانعطاف.م القاطعة وعز  مخطط القوىارسم  .5

 Compatibility Equations: معادلات التوافق-2

نوجد قيم الانتقالات أو الدورانات الموافقة للمجاهيل الفائضة باستخدام نظرية  .6
العمل الافتراضي بعد فرض اتجاه القوة الافتراضية الواحدية باتجاه المجهول 

 الفائض.

فائضة " الإشارة بحل هذه المعادلات حلا مشتركا نحصل على قيم المجاهيل ال .5
السالبة تدل على أن الاتجاه المفروض للمجهول الفائض هو عكس الاتجاه 

 الصحيح "

 Equilibrium Equations: معادلات التوازن-3
نرسم مخطط الجسم الطليق للجملة بعد حساب قيم القوى أو العزوم الفائضة، ثم  .4

 نوجد بقية ردود الأفعال باستخدام معادلات التوازن.

مخططات القوى القاطعة وعزوم الانعطاف بالاعتماد على ردود الأفعال نرسم  .3
 المستنتجة سابقا.

يتم حساب الانتقالات والدورانات في أي نقطة من نقاط الجملة بالاعتماد  .2
 .النظريات الخاصة بالجمل المقررة والتي تم ذكرها في الفصول السابقة
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نرسم الجملة الأساسية المقررة ، : هذه الجملة غير مقررة من الدرجة الأولىالحل
 حدى الممانعات.إالتي تتعرض لتأثير الحمولات الخارجية فقط وذلك بحذف 

( كما هو B)نحذف المسند المنزلق  Bن نحذف الممانعة الشاقولية في المسند أما إ
)نستبدل الوثاقة بمسند  Dذف الممانعة الدورانية في (، أو نح3-7)رقم  مبين في الشكل

 .(2-7)رقم  ثابت( كما هو مبين في الشكل
تتعرض لتأثير رد الفعل المؤثر في الممانعة المحذوفة )وهي  مساعدةنرسم جملة 

 . الجملة الأساسية المقررة بعد حذف الحمولات الخارجية(
( B)حذف المسند ( 3-7) المبينة في الشكل رقم الأولى الحالةلو اخترنا 
باستخدام  Bتكامل الجداءات في حساب الانتقال الشاقولي في المسند وبالاعتماد على 

 نظرية العمل الافتراضي. 

 
 (4-7الشكل رقم )
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 (5-7الشكل رقم )
عملية تكامل الجداءات بين المخططات السابقة. بما أن المخططات السابقة  ننجز

جراء عملية الجداء بشكل يمكننا اختيار الأنسب إفيمكن مستقيمة من الدرجة الأولى 
والأسهل، لذلك سوف نحسب المساحات من الجملة الافتراضية كما هو موضح بالشكل 

( ونضربها بالترتيب المقابل لمركز الثقل المقابل لهذه المساحات من الجملة 1-7رقم )
 الأساسية.

 IIIبالجملة الأساسية  IVجداء الجملة الافتراضية 
4.5 ∗ 5𝑉𝐵 + 9 ∗ 4.5𝑉𝐵 + 4.5 ∗ 2𝑉𝐵 = 72𝑉𝐵 

 IIبالجملة الأساسية  IVجداء الجملة الافتراضية 
4.5 ∗ 6 + 9 ∗ 6 = 81 

 Iبالجملة الأساسية  IVجداء الجملة الافتراضية 
4.5 ∗ (−52) + 9 ∗ (−48) + 4.5 ∗ (−28) = −792 

∆= 0 = 72𝑉𝐵 + 81 − 792 → 𝑉𝐵 =
9.875

𝐸𝐼
 

لأصلي ونحسب ردود الأفعال باستخدام معادلات رد الفعل في الجائز ا نعوض
 (.7-7) رقم مبين في الشكلالالتوازن ونرسم مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف 
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 (6-7الشكل رقم )
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 (7-7الشكل رقم )

وموثوق   C , Bمستمر بفتحتين يستند على مسندين بسيطين في جائز :(2)مثال 
  :، المطلوبEI=Constantبصلابة انعطافية ثابتة   A  في
 الثلاثة.قرر هذا الجائز بالاعتماد على معادلة العزوم  .6

 الانعطاف.أوجد ردود الأفعال وارسم مخططات القوى القاطعة وعزم  .5

 

ذلك يكون عدد المعادلات وبر مقرر خارجياا من الدرجة الثانية يغ الجائزهذا 
5هو:اللازمة  − 3 =  معادلات التوازن( = عدد 3= عدد ردود الأفعال و 5)     2

عدم التقرير، حيث نحذف الممانعة  درجةإلى من الممانعات يساوي  عددانحذف 
 Bسند المنزلق موكذلك نحذف ال MAنها بعزم مونعوض بدلا  Aالدورانية في الوثاقة 

 .ونحصل على الجملة الأساسية RBنه برد الفعل مونعوض بدلا 
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جمل، الجملة  ثلاثةإلى الأساسية الجملة  نجزئمبدأ تنضد الآثار  باستخدام 
ا مالأولى وتؤثر عليها الحمولات الخارجية فقط أما الجملتين الثانية والثالثة فتؤثر عليه

 (.3-7ردود الأفعال الفائضة كما هو مبين في الشكل رقم )
وذلك بإجراء عملية الجداء بين مكونات  Bالانتقال الشاقولي في  بحسابنقوم 

وذلك  Aلجملة الافتراضية الأولى، ونقوم أيضا بحساب الدوران في الجملة الأساسية وا
بإجراء عملية الجداء بين مكونات الجملة الأساسية والجملة الافتراضية الثانية، لذلك سوف 

حيث نرسم مخططات عزم  تخطيطيا، نجري التكامل بالاعتماد على تكامل الجداء
 .فتراضيةالانعطاف لمكونات الجملة الأساسية والجمل الا

 
كما  (6الافتراضية ) والجملة Iنحسب جداء مخطط عزم الانعطاف للجملة الأساسية -6

 (.9-7هو مبين في الشكل رقم )
−300 ∗ 1.66 − 600 ∗ 3.75 − 600 ∗ 3.75 − 300 ∗ 1.66 = −5500 
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 (8-7الشكل رقم )

 
 (9-7الشكل رقم )

كما  (6اضية )الافتر  والجملة IIنحسب جداء مخطط عزم الانعطاف للجملة الأساسية -5
 (.61-7هو مبين في الشكل رقم )

25RB ∗ 3.333 + 25RB ∗ 3.33 = 166.666RB 

كما  (6الافتراضية ) والجملة IIIنحسب جداء مخطط عزم الانعطاف للجملة الأساسية -4
 (.66-7هو مبين في الشكل رقم )

−25 ∗ 0.333MA − 25 ∗ 0.667MA = −25MA 
من علاقة العمل الافتراضي بعد جمع تكامل  على العلاقة الأولى حصلناوبذلك 

 (6الجدءات الناتج عن الجمل الأساسية الثلاثة مع الجملة الافتراضية )

∆B=
−25MA + 166.666RB − 5500

EI
= 0 

على العلاقة الثانية نحسب تكامل الجداءات الناتج عن الجمل الأساسية  للحصول
 (5الثلاثة مع الجملة الافتراضية )
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 (11-7كل رقم )الش

 
 (.11-7الشكل رقم )

 
 (.11-7الشكل رقم )

300 ∗ 0.833 + 1200 ∗ 0.5 + 300 ∗ 0.167 = 900 
−25 RB ∗ 0.333 − 25 RB ∗ 0.666 = −25 RB 
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10 MA ∗ 0.666 = 6.666MA 

وبذلك حصلنا على العلاقة الثانية من علاقة العمل الافتراضي بعد جمع تكامل 
 (.5ساسية الثلاثة مع الجملة الافتراضية )ءات الناتج عن الجمل الأاالجد

θ
𝐴

=
900 − 25RB + 6.666MA

EI
= 0 

 بحل هاتين المعادلتين حلا مشتركا نوجد قيمة كل من:
MA = −25.71       RB = 29.14 

 المفروضةMAسالبة يجب أن نعكس اتجاه المزدوجة  MAقيمة  أنبما 
الجائز الأصلي ونستخدم معادلات التوازن نعوض قيم ردود الأفعال الفائضة في 

 لنحصل على باقي ردود الأفعال.
𝑉𝐴 = 10.72 ↑           𝑉𝐶 = 8.14 ↑ 

ورسم  BMردود الأفعال يمكننا حساب العزم في المسند الداخلي  إيجادبعد 
 مخططات القوى القاطعة وعزم الانعطاف



248 

𝑀𝐵 = 8.14 ∗ 10 − 24 ∗ 5 = −38.6    

 

 
 العمل الافتراضي في تحليل الطارات غير المقررة تطبيق طريقة 7-5

تعتبر طريقة القوى من الطرق الهامة في حل الإطارات غير المقررة ذات الطابق 
الواحد وذات شكل هندسي غير اعتيادي مثل الإطارات الجمالونية المائلة، أما الإطارات 

 Slop لميل والسهم( متعددة الطوابق فيفضل تحليلها باستخدام نظرية الدورانات ) ا

Deflection  أو طريقة توزيع العزومmoment-distribution و طريقة الصلابةأ 

stiffness method  وتوضح الأمثلة التالية طريقة تطبيق طريقة القوة مستخدمين ،
 الإجراءات التي تم استخدامها في الفقرة السابقة.

 Examples: أمثلة وتطبيقات عملية 7-5-1
 5166الدورة الفصلية الثالثة أيلول : (3)مثال

على مساند ثابتة، يتعرض لتأثير الحمولات  Bو  Aمسنود في  يجائز هيكل
 ( والمطلوب:65-7الموضحة في الشكل رقم )

 .طريقة العمل الافتراضيقرر هذا الجائز باستخدام -6
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ية وعزم حساب ردود الأفعال في المساند ورسم مخططات القوى القاطعة والقوى المحور -5
ثابت وأن عزوم العطالة والأبعاد  Eإذا علمت أن عامل المرونة الطولي  الانعطاف

 موضحة على الشكل.

 
 (12-7الشكل رقم )

الحل: هذا الإطار غير مقرر من الدرجة الأولى، نقرر هذا الجائز بحذف الممانعة 
، نرسم الجملة ارجمتدح اوبذلك يصبح المسند الثابت مسند Aأو المسند  Bالأفقية للمسند 

الأساسية الأولى وهي الجملة المقررة الخاضعة لتأثير الحمولات الخارجية فقط حيث حذفنا 
 (.64-7كما هو مبين في الشكل رقم ) Aالممانعة الأفقية للمسند 

نرسم الجملة الأساسية الثانية وهي الجملة المقررة الخاضعة لتأثير رد الفعل 
 (.63-7لشكل رقم )كما هو مبين في ا HAالفائض 

نرسم الجملة الافتراضية الخاضعة لتأثير الحمولة الافتراضية الواحدية مكان رد 
 (.62-7الفعل الفائض وباتجاهه المفروض كما هو مبين في الشكل رقم )

 (14-7الشكل رقم )
 (.61-7مبين في الشكل رقم )والعزم الانعطاف للجمل الثلاثة  مخططنرسم 
 داءات لكل من الجملتين الأساسيتن مع الجملة الافتراضية:تكامل الج قيمةنوجد 

−20

𝐸𝐼
4 +

12𝐻𝐴

𝐸𝐼
4 +

18𝐻𝐴

𝐸𝐼
4 = 0     → 𝐻𝐴 =

2

3
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  (13-7الشكل رقم )

 
 نوجد قيم ردود الأفعال باستخدام معادلات التوازن HAقيمة  إيجادبعد 
لقاطعة والقوى المحورية وعزم قيم ردود الأفعال نرسم مخططات القوى ا إيجادبعد 
 الخامس.من بحث الدورانات في الفصل  (1الوارد في المثال رقم )الانعطاف 
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 (15-7الشكل رقم )
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 (16-7الشكل رقم )
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على مسند ثابت، يتعرض  Bو مسنود في  Aموثوق في  يجائز هيكل :(4)مثال 
 لوب:( والمط67-7لتأثير الحمولات الموضحة في الشكل رقم )

 قرر هذا الجائز باستخدام نظرية العمل الافتراضي.-6
حساب ردود الأفعال في المساند ورسم مخططات القوى القاطعة والقوى المحورية -5

 وعزم الانعطاف
ثابت وأن عزوم العطالة والأبعاد موضحة  Eإذا علمت أن عامل المرونة الطولي 

 على الشكل.
جة الثانية، نحذف ممانعتين وفق الحالات طار غير مقرر من الدر الإ هذا الحل:

 التالية:
كما هو  HBو  VBوتعويضه بردي الفعل  Bحذف المسند الثابت  الحالة الأولى:

 (63-7موضح بالشكل رقم )

 
 (17-7الشكل رقم )

بمسند  Aبمسند متدحرج واستبدال الوثاقة  Bاستبدال المسند الثابت  الحالة الثانية:
 كما هو موضح بالشكل  HBو  HAت المحذوفة بردي الفعل ثابت وتعويض الممانعا

 .(69-7رقم )
بمسند متدحرج وتعويض الممانعات المحذوفة  Aاستبدال الوثاقة  الثالثة: الحالة
 .(51-7كما هو موضح بالشكل رقم ) AMو  AHبردي الفعل 
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 ( الحالة الأولى18-7الشكل رقم )

 
 ( الحالة الثانية19-7الشكل رقم )
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 ( الحالة الثالثة21-7شكل رقم )ال

طار ولتكن الحالة الأولى هي الحالة الحالات السابقة لتحليل هذا الإ حدىإنختار 
تأثير نرسم مخطط عزم الانعطاف للجملة الأساسية الأولى الناتج عن  التي تم اختيارها.

م (، ثم نرسم مخطط عز 56a-7الحمولات الخارجية فقط كما هو مبين في الشكل رقم )
الانعطاف للجملتين الأساسيتين الثانية والثالثة والناتجة عن ردود الأفعال الفائضة كما هو 

 .( 56b ، c-7مبين في الشكل رقم )
ما الواحدية مع مخطط عزم الانعطاف لكل لتيهافتراضيتين بحمو  جملتيننرسم 

عزم  جراء تكامل جداء مخططاتإب، (55-7كما هو مبين في الشكل رقم )منهما جملة 
( نحصل على العلاقة الأولى وهي 6الانعطاف للجمل الأساسية مع الجملة الافتراضية )

 على الشكل التالي:
∆𝐵𝐻= [

−210 ∗ 2.5 − 36 ∗ 3 − 70 ∗ 0.5

𝐸𝐼
] + 8𝐻𝐵 ∗

8

3𝐸𝐼
+

24𝑉𝐵 ∗ 2

𝐸𝐼
= 0 

(I)        48𝑉𝐵 +
64𝐻𝐵

3
− 668 = 0 

ف للجمل الأساسية مع الجملة جداء مخططات عزم الانعطا تكاملجراء إب
 ( نحصل على العلاقة الثانية وهي على الشكل التالي:5الافتراضية )
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∆𝐵𝑉= [
−210 ∗ 6 − 36 ∗ 6 − 70 ∗ 6

𝐸𝐼
] −

144 ∗ 4.5

2𝐸𝐼
+ 8𝐻𝐵 ∗

6

𝐸𝐼
+

24𝑉𝐵 ∗ 6

𝐸𝐼

+
18𝑉𝐵 ∗ 2

2𝐸𝐼
= 0 

   (II)          ∆𝐵𝑉= −2220 + 48𝐻𝐵 ∗
6

𝐸𝐼
+ 180𝑉𝐵 = 0 

 حلا مشتركا نستنتج قيم ردود الأفعال الفائضة (II)و  (I) المعادلتين هاتينبحل 
𝐻𝐵 = 8.9             𝑉𝐵 = 9.96 
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 (21-7الشكل رقم )

 
 (22-7الشكل رقم )             



258 

ية قيم ردود الأفعال الفائضة وبالاعتماد على معادلات التوازن نوجد بق إيجادبعد 
 (. أما رسم المخططات فهي54-7ردود الأفعال المتبقية والموضحة في الشكل رقم )

 الخامس.من بحث الدورانات في الفصل  (3في المثال رقم ) موضحة

 
 (23-7الشكل رقم )

يتعرض لتأثير الحمولات الموضحة في  ،Bو Aموثوق في  يهيكلجائز  :(5)مثال
 ( والمطلوب:53-7الشكل رقم )

 ا الجائز باستخدام نظرية العمل الافتراضي.قرر هذ-6
حساب ردود الأفعال في المساند ورسم مخططات القوى القاطعة والقوى المحورية -5

موضحة على وعزوم العطالة  Eإذا علمت أن عامل المرونة الطولي ، وعزم الانعطاف
  (.53-7الشكل رقم )

ة الثالثة نتيجة وجود هذه الجملة بشكل عام غير مقررة من الدرج تعتبرالحل: 
متناظرة عكسيا وذلك بتقسيم الحمولة المركزة  جملةإلى لا أنه يمكننا تحويلها إالوثاقتين، 

المقابلة لها معتمدين على مبادئ  العقدةإلى متساويين، وزلق إحدى القوى  قسمينإلى 
 (52-7" يمكن زلق القوة على حاملها" كما هو موضح في الشكل رقم ) الأشعة
 عتماد على خاصية التناظر العكسي بانعدام القوى المتناظرة عند محور التناظر،وبالا
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 (24-7الشكل رقم )

 نقطع الجملة عند محور التناظر الذي يحتوي على مجهول وحيد وهي القوة لذلك
القاطعة حيث تنعدم القوة المحورية وعزم الانعطاف، حيث تحولت هذه الجملة من جملة 

غير مقررة من الدرجة الأولى كما هو مبين في  جملةإلى رجة الثالثة غير مقررة من الد
تكون الجملة الأساسية الأولى هي الجملة المعرضة لتأثير ، (51-7الشكل رقم )

الحمولات الخارجية فقط، أما الجملة الأساسية الثانية هي الجملة التي تخضع لتأثير القوة 
التناظر  (، ونتيجة57-7في الشكل رقم ) عند محور التناظر كما هو موضح Tالقاطعة 

 جراء الحسابات على نصف الجملة.إالعكسي يمكن 
 . مخططات عزم الانعطاف للجملتين الأساسيتين والجملة الافتراضية نرسم

∆=
−90 ∗ 2

2𝐸𝐼
+

12𝑇 ∗ 2

2𝐸𝐼
+

2𝑇 ∗ 4

3𝐸𝐼
= 0 →   𝑇 = 6.13 

، ونرسم مخططات (53-7قيم ردود الأفعال كما هو مبين في الشكل رقم ) نوجد
القوى المحورية والقوى القاطعة وعزوم الانعطاف لنصف الإطار كما هو مبين في 

القوى المحورية  ا، اما النصف الآخر فيكون مخطط(59-7و) (53-7) رقم ينالشكل
 وعزم الانعطاف متناظرة عكسيا ومخطط القوى القاطعة متناظر.
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 (25-7الشكل رقم )

 
 (26-7الشكل رقم )
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 (27-7شكل رقم )ال

 
 (27-7الشكل رقم )
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 (28-7الشكل رقم )

 
 (29-7الشكل رقم )
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 تطبيق نظرية العمل الافتراضي على الجمل الشبكية غير المقررة 7-6
يمكن تحديد عدم التقرير الداخلي للجمل الشبكية غير المقررة باستخدام العلاقة 

𝑏الواردة في الفصل الأول  = 2𝑗 − 𝑟   يل في هذه العلاقة هي القوى المجاهوتكون
الداخلية في العناصر الشبكية )القضبان( وتكون طريقة القوة فعالة عندما تكون الجملة 

تطبيق  كيف يمكن الشبكية غير مقررة من الدرجة الأولى والثانية. وتوضح الأمثلة التالية
 .النظريةهذه 

( المطلوب تحديد 14-7الجائز الشبكي الموضح في الشكل رقم ) لدينا :(6)مثال 
متساوية لجميع  AEإذا علمت أن الصلابة المحورية  ACالقوة المحورية في العنصر 

 العناصر.

 
 (31-7الشكل رقم )

تفحصنا لهذا الجائز الشبكي نلاحظ أنه غير مقرر من الدرجة الأولى  خلالمن 
ر لذلك سوف نختار هذا العنص ACلذلك يجب تحديد القوة المحورية في العنصر 

كعنصر فائض وهذا يتطلب منا قطع هذا العنصر بحيث لايقاوم القوى المحورية، ونتيجة 
 لذلك يصبح الجائز الشبكي مقررا داخليا.

نحصل على الجملة الأساسية الأولى المقررة داخليا محملة بالحمولات الخارجية 
 كل رقمنوجد ردود الأفعال الناتجة عن الحمولات الخارجية الموضحة في الشو فقط، 

 (7-46.) 
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 Nالخارجية من الجملة الأساسية الأولى ونطبق القوة المحورية  الحمولاتنحذف 
المقطوع وبذلك نحصل على الجملة الأساسية الثانية كما هو  ACالمؤثرة في العنصر 

 (.45-7موضح في الشكل رقم )
لموضحة وا الأولى والثانية تينالأساسي المحورية في كل من الجملتين القوىد نوج

باستخدام طريقة توازن العقد أو طريقة المقاطع مع  (43-7( و )44-7في الشكلين رقم )
 Nملاحظة انعدام قيمة ردود الأفعال في الجملة الأساسية الثانية لأن القوة المحورية 

ردود  قيمبالاتجاه فتنعدم  متعاكسةمتساوية بالقيمة و  في الجملة لأنهامتوازنة الفائضة 
 الأفعال.

          
 (31-7الشكل رقم )

 
 (32-7الشكل رقم )
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 (33-7الشكل رقم )

     
 (34-7الشكل رقم )

بعد إيجاد القوى المحورية في الجمل الأساسية نرسم الجملة الأساسية الثانية ونبدل 
والذي  ACبقوة واحدية وذلك لحساب الانتقال النسبي في العنصر  Nالقوة المحورية 

 (42-7كما هو موضح بالشكل رقم ) الصفريساوي 
حيث نجمع القوى ( 6-7رقم ) نرتب القيم التي حصلنا عليها سابقا في الجدول

 .واحد بعمودلجمل الأساسية لالمحورية 
الناتجة  Nلإيجاد قيم القوى المحورية في عناصر الجملة الشبكية، نعوض قيمة 

 (.6-7رقم ) في العمود الثاني من الجدولعن عملية التحليل 
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 (35-7الشكل رقم )

 (1-7الجدول رقم )

 العنصر

القوى 
المحورية في 
الجملة 
  Fالحقيقية

 القوى المحورية
في الجملة 
  Fvالافتراضية

الصلابة  الطول
 المحورية

F ∗ Fv ∗ L 

AB 400-0.8N -0.8 8 EA -2650+5.12N 

BC 0-0.6N -0.6 6 EA 2.16N 

CD 400-0.8N -0.8 8 EA -2650+5.12N 

DA 300-0.6N -0.6 6 EA -1080+2.16N 

AC N 1 10 EA 10N 

DB -500+N 1 10 EA -5000+10N 

(∆)𝐴𝐶 = ∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) = 0 → 𝑁 =  34.56N+11200- شد  324

على مسندين بسيطين  امسنود ابسيط ا( جائز 41-7الشكل رقم ) يبين :(7)مثال
، المطلوب '2ton/mموزعة بانتظام مقدارها مدعم بجملة شبكية في الأسفل ليتحمل حمولة 
ن أوذلك بإهمال سماكة الجائز وبفرض  CEتحديد القوة المحورية المؤثرة  في العنصر 

همال التغيرات الناتجة عن إعناصر الجائز الشبكي متمفصلة مع الجائز أيضا وكذلك 
ي لكل عنصر ذا علمت أن المقطع العرضإالقوى المحورية والقوى القاطعة في الجائز، 
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وأن عزم عطالة الجائز تساوي  2400mmمن عناصر الجائز الشبكي يساوي 
20(10)6𝑚𝑚4  وأن قيمة عامل المرونة الطولي تساويE=200GPa. 

نه يمكننا معرفة إإذا علمنا قيمة القوة في أحد عناصر الجائز الشبكي ف الحل:
لقوى الداخلية في الجائز العلوي القوى المحورية في بقية العناصر الشبكية وقيمة ا

 باستخدام معادلات التوازن، وبالتالي تكون هذه الجملة غير مقررة من الدرجة الأولى.
عنصرا فائضا وذلك  CEفي حل هذه المسألة نختار العنصر  ةالمباشر  أجلومن 

لغاء مقاومته للقوى، وسوف نعتمد على مبدأ تنضد الآثار في حل  بقطع هذا العنصر وا 
 (47-7ه الجملة كما هو مبين في الشكل رقم )هذ

 
 (36-7الشكل رقم )

 

 
 (37-7الشكل رقم )

 على نظرية العمل الافتراضي في تحليل هذه الجملة باستخدام العلاقة نعتمدسوف 
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(∆)𝐶𝐸 = ∫
𝑀. 𝑀𝑣

𝐸𝐼

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∑
𝐹. 𝐹𝑣 . 𝐿

𝐸𝐴
 

حة قيم عزوم الانعطاف والقوى المحورية في هذه المتراج Fو  Mالقيم  تمثل
وتمثل القيم ، الفائضة CEالناتجة عن الحمولات الخارجية والقوة المحورية في العنصر 

Mv  وFv  في هذه المتراجحة قيم عزوم الانعطاف والقوى المحورية الناتجة عن الحمولة
لتناظر في هذه سوف نستفيد من خاصة ا ،CEالافتراضية الواحدية المؤثرة في العنصر 

 الجملة لتسهيل الحل.
نوجد القوى المحورية المؤثرة في الجملة الأساسية الخاضعة لتأثير الحمولات 

 (.43-7الخارجية والموضحة في الشكل رقم )

 
 (38-7الشكل رقم )

نكتب معادلات عزم الانعطاف للجملة الأساسية التي تخضع لتأثير الحمولات 
 (.49-7في الشكل )الخارجية فقط كما هو مبين 

 
 (39-7الشكل )

 (7 − 4)   𝑀1 = 6𝑥1 − 𝑥1
2             𝑀2 = 6𝑥2 − 𝑥2

2     𝑀3 = 𝑀1  
القوى المحورية المؤثرة في الجملة الأساسية الخاضعة لتأثير القوة المحورية  نوجد

F  الفائضة في العنصرCE ( 31-7والموضحة في الشكل رقم.) 
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عادلات عزم الانعطاف للجملة الأساسية التي تخضع لتأثير القوى الناتجة م نكتب
 (.36-7عن الجائز الشبكي كما هو مبين في الشكل )

(7 − 5)    𝑀1 =
−𝐹𝑥1

2
  ,   𝑀2 =

−𝐹𝑥2

2
+

𝐹

2
(𝑥2 − 2) = −𝐹        𝑀3 = 𝑀1  

م الجملة الافتراضية وهي الجملة نرس CEقيمة الانتقال النسبي في العنصر  لإيجاد
 الأساسية خاضعة لتأثير قوة افتراضية واحدية مكان القوة المحورية الفائضة وباتجاهها،

 
 (41-7الشكل رقم )

 
 (41-7الشكل )

يجاد القوى المحورية في الجملة الشبكية وكتابة معادلات عزم الانعطاف في  وا 
المجالات الواردة في الجملة الأساسية كما  مع المحافظة على AFمجالات الجائز العلوي 

 (.34-7و ) (35-7رقم ) ينهو مبين في الشكل

 
 (42-7الشكل رقم )

𝑀𝑣1 =
−𝑥1

2
        𝑀𝑣2 =

−𝑥2

2
+

1

2
(𝑥2 − 2) = −1        𝑀𝑣3 = 𝑀𝑣1 

(∆)𝐶𝐸 = ∫
𝑀. 𝑀𝑣

𝐸𝐼

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∑
𝐹. 𝐹𝑣 . 𝐿

𝐸𝐴
 

 الواردة في العلاقة العامة للعمل الافتراضي عن مجموع معادلات عزم Mعبر ت
 الانعطاف للجمل الأساسية لكل مجال 
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 على النحو التالي: (5-7) و (4-7)وبذلك نكتب معادلات عزم الانعطاف 

 
 (43-7الشكل رقم )

 (7 − 6)    𝑀1 = 6𝑥1 − 𝑥1
2 +

−𝐹𝑥1

2
        𝑀2 = 6𝑥2 − 𝑥2

2 − 𝐹     𝑀3 = 𝑀1 

 لنوجد الحد الأول من العلاقة العامة للعمل الافتراضي
(∆)𝐶𝐸 =

2

𝐸𝐼
∫ (6𝑥1 − 𝑥1

2 +
−𝐹𝑥1

2
) (

−𝑥1

2
)

2

0

𝑑𝑥1

+
2

𝐸𝐼
∫ (6𝑥2 − 𝑥2

2 − 𝐹)(−1)
3

2

𝑑𝑥2 
 ده بالاعتماد على يجاإأما الحد الثاني والخاص بالقوى المحورية فيمكن 

 (.5-7)رقم  الجدول
 (2-7الجدول رقم )

 العنصر
القوى المحورية 
في الجملة 

  Fالحقيقية

القوى المحورية 
في الجملة 
  Fvالافتراضية

 الطول
الصلابة 
 المحورية

F ∗ Fv ∗ L 

AC 0+1.118F 1.118 √5 EA 2.795F 

CE 0+F 1 2 EA 2F 

EF 0+1.118F 1.118 √5 EA 2.795F 

ED 0-0.5F -0.5 1 EA 0.25F 

CB 0-0.5F -0.5 1 EA 0.25F 

∑ 𝐹𝑣 (
𝐹𝐿

𝐸𝐴
) 8.09F

𝐸𝐴
 

8.09F

𝐸𝐴
+

2

𝐸𝐼
∫ (𝑥1

3 − 6𝑥1
2 +

𝐹𝑥1
2

2
) 𝑑𝑥1 +

2

𝐸𝐼
∫ (𝑥2

2 − 6𝑥2 + 𝐹)𝑑𝑥2 =
3

2

2

0

 
8.09F

400 ∗ 10−6
+

1

20 ∗ 10−6
[−12 +

8𝐹

6
] +

2

20 ∗ 10−6
[𝐹 − 8.66] = 0 
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74.756𝐹 − 586.666 = 0 → 𝐹 = 7.8477 𝑡𝑜𝑛 
( فنحصل على المعادلات 6-7في معادلات عزم الانعطاف رقم ) Fقيمة  نعوض

 النهائية لعزم الانعطاف.
𝑀1 = 𝑀3 = 6𝑥1 − 𝑥1

2 −
𝐹𝑥1

2
= 2.076𝑥1 − 𝑥1

2 
𝑀2 = 6𝑥2 − 𝑥2

2 − 𝐹 = 6𝑥2 − 𝑥2
2 − 7.8477 

 أما معادلات القوة القاطعة فنحصل عليها باشتقاق معادلات عزوم الانعطاف

𝑇1 = −𝑇3 = 6 − 2𝑥1 −
𝐹

2
= 2.076 − 2𝑥1 

 𝑇2 = 6 − 2𝑥2 
 معادلات القوى المحورية في عناصر الجائز العلوي:

𝑁1 = 𝑁3 = 𝑁2 = −7.8477 
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 Aالملحق 

 لبعض الأشكال المستخدمة قيم المساحات ومراكز الثقل
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 Bالملحق 

∫قيم جداء التكاملات  𝑀. 𝑀𝑣. 𝑑𝑥
𝐿

0
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 المصطلحات العلميةجدول 
 عربي –انجليزي 

 
(A) 

 Absolute مطلق

 Analysis تحليل

 Anti-symmetric case حالة التناظر العكسي

 Applied Forces القوى المطبقة

 Arch قوس

 Area مساحة

 Array النسق )الصف(

 Assumption الفرضية

 Axial Force قوة محورية

(B) 
 Ball Support مسند كروي

 Bar عنصر شبكي

 Base Units الواحدات الأساسية

 Beam جائز

 Behavior سلوك

 Bending Moment عزم انعطاف

 Bent مائل

 Boundary Conditions الشروط الحدية

 Bracing الرابط القطري

 Bridge جسر

 Buckling تحنيب

(C) 

 Cable كابل

 Cantilever Beam ظفر

 Column عمود

 Collapse انهيار

 Compatibility توافق

 Component مركبة
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 Compression ضغط

 Concentrated Load حمولة مركزة

 Condition Equations معادلات شرطية

 Conjugate Beam جائز بديل

 Constant ثابت

 Consistent deformation تشوهات متوافقة

 Conventions اصطلاح

 Continuity استمرار

 Continues Beam جائز مستمر

 Converge يتناهى

 Coordinate Axes محاور احداثية

 Couple مزدوجة

 Criteria معيار

 Cross Section مقطع عرضي

 Curvature انحناء

(D) 

 Data معطيات

 Dead Load الحمولة الميتة

 Deflection سهم

 Deflected Shape الشكل المتنقل

  Deformation تشوه

 Denominator مقام الكسر

 Design يصمم

 Derivative مشتق

 Determinant محدد

 Determinate مقرر

 Diagram مخطط

 Diameter قطر

 Differential تفاضلي

 Differential Equation ضليةمعادلة تفا

 Differential Settlement هبوط تفاضلي

 Discontinuity عدم استمرار 

 Displacement ازاحة
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 Distortion اعاقة

 Dynamic Load حمولة متحركة

(E) 

 Eccentric منحرف

 Eccentricity انحراف

 Elastic Limit الحد المرن

 Elastic Curve , Line الخط المرن

 Elastic Strain Energy طاقة الانفعال المرن

 Energy طاقة

 Equilibrium توازن

 Equivalent Load حمولة مكافئة

 Experimental تجريبي

( F ) 

 Factor of Safety عامل الأمان

 Failure انهيار

 Fatigue تعب

 Fibers ألياف

 Finite Element Analysis التحليل بطريقة العناصر المحددة

 Fixed End Moment عزم الوثاقة

 Fixity وثاقة

 Fixed Support مسند موثوق

 Flexibility Coefficient عامل المرونة

 Flexural Rigidity EI الصلابة الانعطافية

 Frame اطار

 Free Body Diagram مخطط الجسم الطليق

 Friction احتكاك

 Function تابع

( G ) 

 Gabled Frame مثلثيال الإطار

 Gap فجوة

 Geometric Instability عدم الاستقرار الهندسي

 Girder الجائز الأساسي

 Graphical بياني
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( H ) 

 Hinge مفصل

 Hinged متمفصل

 Hinged Support مسند متمفصل

 Homogenous متجانس

 Horizontal Force قوة أفقية

( I ) 

 Idealization مثالي

 Identity Matrix وفة الواحديةالمصف

 Impact Factor عامل الصدم

 Inclined Support مسند مائل

 Indeterminate غير مقرر

 Increment of Work الزيادة في العمل

 Inflection Point نقطة انعطاف

 Influence Line خط التأثير

 Instruction توجيه

 Integral, Integration تكامل

 Interior Support خليمسند دا

 Internal Force قوة داخلية

  Inversion مقلوب

 Iterative Method طريقة التكرار

 Isotropic موحد الخواص

( J ) 

 Joint مفصل

( K ) 

 Kinematic Determinacy التقرير الازاحي

 Kinetic Energy القدرة الحركية

 Known معلوم

( L ) 

  Law قانون

 Least Work Method العمل الأصغريطريقة 

 Length طول

 Limit Design تصميم حدي



283 

 Linear خطي

 Line Load خط التحميل

 Link Support وصلة مسندية

 Load حمولة

 Local Axis محور محلي

 Live Load حمولة حية

 Longitude  Force قوة طولية

( M ) 

 Matrix مصفوفة

 Maximum أعظمي

 Mechanism آلية

 Member عضو

 Minimum, Minimal أصغري

 Modulus of  Elasticity E عامل المرونة الطولي

 Modulus of  Rigidity  G عامل المرونة العرضي )القص(

 Moment عزم

 Moment Area Method طريقة عزم المساحة

 Moment Couple مزدوجة عزم

 Moment Diagram مخطط العزم

 Moment Distribution متوزيع العز

 Moment of Inertia عزم العطالة

 Modified Fixed End Moment عزم الوثاقة المعدل

 Multistory متعدد الطوابق

( N ) 

 Neutral Axis المحور الحيادي

 Node عقدة

  None Linear response الاستجابة غير الخطية

 Normal Stress الاجهاد الناظمي

 Notation رموز

 Number of Degree of Freedom عدد درجات الحرية

 Numerator البسط )الكسر(

 Numerical Method الطريقة العددية

( P ) 
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 Parabola قطع مكافئ

 Partial Derivative مشتق جزئي

 Pinned Support مسند ثابت

 Plane مستوي

 Plastic Analysis التحليل اللدن

 Plastic لدن

 Plastic Section Modulus ل المقطع اللدنعام

 Plate صفيحة

 Polar Moment of Inertia عزم العطالة القطبي

 Potential  Energy طاقة كامنة

 Post-Multiply يضرب الحاقا

 Pre-Multiply يضرب تقديما

 Pressure ضغط

 Principle of Superposition مبدأ التجميع

 Product جداء

 Product of Inertia عطالةجداء ال

 Purlin الجائز الطولي

( Q ) 

 Quadratic Form الصيغة المربعة

 Qualitative Influence Lines خطوط التأثير الوصفية

( R ) 

 Radius نصف قطر

 Reaction رد فعل

 Reaction Component مركبة رد الفعل

 Redundant فائض

 Redundant Force قوة فائضة

 Redundant Reaction فعل فائض رد

 Relative Stiffness صلابة نسبية

 Restraint تقييد

 Retaining Wall جدار استنادي

 Rigid صلب

 Rigid Body Motion حركة الجسم الصلب

 Rigid Joint مفصل صلب
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 Rocker Bearing (Support) مسند متأرجح

 Roller متدحرج

 Roller Support مسند متدحرج

 Rotation دوران

 Row صف

( S ) 

 Scale مقياس

 Segment قطعة

 Seismic Load حمولة زلزالية

 Settlement هبوط

 Shaded Area مساحة مظللة

 Shape Factor عامل الشكل

 Shear Force قوة قاطعة

 Shells قشريات

 Shrinkage انكماش

 Side-Sway انزياح جانبي

 Simple support مسند بسيط

 Simultaneous equation معادلة انية

 Sign Convention اصطلاح الإشارة

 Sine جيب الزاوية

 Slope ميل

 Slope-Deflection equation معادلة الميل والسهم

 Span مجاز

 Space Frame فراغي إطار

 Spring نابض

 Square Root الجذر التربيعي

  Stable مستقر

 Stability استقرار

 Stable equilibrium توازن مستقر

 Standard Specifications مواصفات قياسية

 Static Classification التصنيف السكوني

 Statical Determinacy التقرير السكوني

 Statically Determinate المنشآت المقررة سكونيا

Structures 
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 Stiffness صلابة

 Stiffness Coefficient عامل الصلابة

 Strain انفعال

 Stress اجهاد

  Stringer الجائز الثانوي

 Structure منشأ

 Structural analysis تحليل الانشاء

 Structural Member عنصر انشائي

 Subscript اللاحقة السفلية

 Superscript اللاحقة العلوية

 Successive متتالي

 Successive Approximation تقريب متتالي

 Superposition تجميع

 Support مسند

 Symmetric Case حالة التناظر

 System نظام

( T ) 

 Tangent مماس

 Tangential Deviation انحراف مماسي

 Tension شد

 Three Moment Equation معادلة العزوم الثلاثة

 Thrust Line خط الضغط

 Torsion, Torque فتل

 Torsional Moment عزم الفتل

 Transpose of Matrix منقول المصفوفة

 Transverse Forces قوة عرضية

 Trapezium Load حمولة شبه منحرفة

 Trial تجريبي

 Triangulated مثلثي

 Triangular Load حمولة مثلثية

  Truss شبكي

( U ) 

 Ultimate Strength مقاومة قصوى
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 Uniaxial Stresses اجهادات محورية أحادية

 Uniform Load حمولة موزعة بانتظام

  Unit واحدة

  Unknown مجهول

 Unstable غير مستقر

 Unstable Equilibrium توازن قلق

( V ) 

 Variable متحول

 Vector شعاع

 Vertical Displacement انزياح شاقولي

 Vertical Plane مستوي شاقولي

 Verticals )الأعضاء( الشاقولية

 Virtual Displacement ة افتراضيةإزاح

 Virtual Work عمل افتراضي

  Volume حجم

( W ) 

 Work عمل
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